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Reella och komplexa tal

Forenkla (a)a* +b—c dir c=1—a+2b
(b) 32 —2zx+1—y dir y=5x—-7—2 och z=-2+z2

o |5ls

Skriv braken och i enklast mojliga form.

1
iE]
8
Ange den minsta gemensamma niamnaren till féljande brak. Berédkna sedan summan av dem.

()1 1 1 ()x—i-l 2z +4 -3
a) —, —, — .
207 287 21 224122 -1 21

1 T —y Y

Skriv uttrycket — —
FIV hyeRe x—2y+x2—4xy+4y2 (x — 2y)?

pa sa enkel form som mojligt.

Utveckla (a — 2b + 3¢)? till en summa av produkter.
Dela upp foljande uttryck i faktorer sa langt det gar: (a) 2 —2  (b) 32°y* — 48xy'°.
Bevisa formlerna
P
2Pzl = gP+e x_q =277 och aPyf = (axy)?
x

for alla reella tal > 0, y > 0 och alla heltal p och gq.

Kvadratkomplettera uttrycken (a) 2? + 50+ 7 (b) 3 + 6z — 227
Ange ocksa (om mojligt) storsta och minsta vérde for dessa uttryck samt for vilka  dessa
vérden antas.

-1
Lés ekvationen - = 2 for alla virden pa de reella konstanterna a och b.
Bestéam alla 16sningar z till (a) 22 —1=(z+1)? (b) 3 =22 — 2.
.. - g -1 x+1 , .
Bestédm alla 16sningar x till = for alla reella virden pa konstanten a.
rz+1 x4a
5

Bestéam alla 16sni till =1
estam alla losningar t1 Y + 113

For vilka reella konstanter a har ekvationen z? + 9z +a =0 tva olika reella losningar?

Bestam alla 16sningar till (a) 22 — (a +b)x +ab=0 (b) abx® + ab = o’z + b*x
for alla olika reella varden pa konstanterna a och b.

30 studenter lidste en kurs dér det kravdes godként pa tva deltentamina for att fa godként
pa hela kursen. 25 klarade tentamen I, 18 tentamen II och 3 ingen tentamen. Hur manga
var godkdnda pa kursen efter dessa tentamina?

Undersok om punkterna Py, P> och P5 alla ligger pa samma réita linje da

(a) P = (1,1), P, = (5,—5) och P3 = (—5,10)

(b) P =(2,1), P, = (10,11) och P; = (20,21).

Vad betyder ekvationen 2 + 3% = 4z 7
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Problem

Visa att
2?4+ +ar+by4+c=0

ar en ekvation for en cirkel om och endast om a? +b? > 4e¢. Bestéim cirkelns medelpunkt och
radie i sa fall. Vad betyder ekvationen om a? + b* = 4¢? Om a? + b* < 4¢?

Bestam alla reella z som uppfyller

(a) V2 +6=1—=x (b)z+V1—-4dzx=1 (¢) Vb—8x+2=2x

Bestédm alla 16sningar till

(a) Va?+6x+9=22+2 (b)vVe+2+v2r—1=1 (¢)Vae+1+vIz+9=2x+2.

Bestédm alla reella 16sningar till féljande ekvationer:

(a) Ve +1—+Va—-T=+v2 (b) 2% 4 62 + /a2 + 62 + 8 = 64.
For vilka reella tal = &r uttrycket \/1 — /2 — x definierat (som ett reellt tal)?

2 —1 (b) -1 ()—3x+5 (d) x4+ 223 +25
—_ c) ————— _—.
2 +1 R 22 +4x+5
Anvind polynomdivision for att skriva om foljande uttryck pa en form déar man tydligt kan
lasa av kvot och rest:

3+ — 17 +8 3 — 8x% + 13z
(a) ) ———

r—3 ¢ —3r+1

Dividera (a) i
Tz —

Bestiim resten da polynomet 2'%° 4 2%7 — 232 — 229 + 1 divideras med
(@)z—1 (b)z+2 (c)2?—=z.

Dela upp foljande polynom fullstéindigt som produkter av férstagradspolynom:
(a) % + 2z — 63 (b) 23 — 72® + 15z — 9.
Ar x = 6 16sning till (a) 23 =522 =122 +36=0  (b) 2® — 42? — 172 + 36 = 0?

Bestédm alla 16sningar till

(a) 2® —Tx +6=0 (b) 22 =522 +4 =0
()2 —8=19(x—2) (d) 2*+2® -92° +2+10=0.

Visa foljande samband mellan rotterna x* = a3 och x = s till en andragradsekvation
2% 4+ ax + b = 0 och ekvationens koefficienter a och b:

a1 +as = —a och oajas =0
(med ag = a3 om « ir en dubbelrot).

Hérled ett samband mellan rétterna @ = a1, © = ag och x = aj till en tredjegradsekvation
z2 + az® + bx + ¢ = 0 och ekvationens koefficienter a, b och c.
dr—3 3x—4 3
Los foljande ekvationer: (a) (=3P - (2x+1)*=0 (b) ;g — + xﬁ =
{ (z—y) 2z +3y) =

x2+y2 = 1.

Bestédm alla 16sningar till ekvationssystemet

For vilka z géller foljande olikheter?
-1
()20 —-3<0 (b)z+3>22—1 (c) z—+1 >0
(d) 2% < 3 (e) 2° >5 f) (z—2)*<1

Bestdm det minsta virde som z* — 3z 4 1 kan ha for reella tal z.
(Ledning: Kvadratkomplettering).
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P1.35
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P1.44
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P1.50

P1.51

Visa att  (a) x(z —2) > —1 for alla reella tal z  (b) L+ ¥ > 90 allaz>0och y > 0.
y oz

Nér géller likhet i (a) resp (b)?

Bestédm det storsta mojliga varde som produkten av tva reella tal z och y kan ha da deras
summa ar 10.

Bestédm ett andragradspolynom som har
(a) minsta virdet 1 iz =1 (b) storsta vérdet 31z = —2.
For vilka z géller foljande olikheter?

(a) 2 =102 +25 >0 (b) 22" + 62 > 2 + 72 (c) 2% > 336;2

(d) 2% > 32 + 2 () z>2(x —2) (f):’ji1 2
For vilka reella tal x géller olikheterna

2
@<t W a Oitrai! Oanas”
T—a

Bestam de reella konstanterna a och b sa att olikheten b > 0 har 16sningsméngden

(a) J=o0, 1[U[2,+00[  (b) J=00,1JU]J2, +00[  (¢) ]-00, 1[U]1, +00[  (d) ]-o0, +00].

(a) Bestam ett tal w sadant att © > w = 1/2? < 1/100. Ar w entydigt bestémt?
(b) Bestém for varje tal € > 0 ett tal w (som far bero pa €) sadant att = > w = 1/2% < e.

For vilka reella tal x giiller olikheten y/1 — 822 > 1 — 4z ?
Rékna ut

o4 oV
@ 192+ 27 ) 32+ l2] (@ -2 o [EEE] o HE

Bestam alla reella z som uppfyller
(@) 2z+1—jz—1=2 (b)|z+2|+|3—4z|=62—-5 (c)|z+1]+ |22 —3]—|z—3|=5.

-1
Bestidm alla losningar till foljande ekvationer:  (a) ; n 3} =2 (b) [2* -1 =2z +1].
x
For vilka z géller foljande olikheter?
x—3 | — 1]
0 -1/<3 b >1 -4l <2 d > 1
@o0<lk=1/<3  B)|I>1 @l -a<z @5

Visa att |x —2] <3 = |z +1]| <6.

Visa att for reella tal x och y géller att
(a) 2®+y* <1= || < 1loch|y <1 (b) 2” +y* <1 = |2° +y°| <1

Los foljande ekvationer: (a) x| (x +4)=3 (b) |z +a|=a for varje reellt tal a
Bestédm konstanten c¢ sa att x = 0 &r en 16sning till ekvationen
|1 — 4% =3 —clz —1].

Bestam dérefter alla reella 16sningar till ekvationen, fér detta virde pa c.

E

5 —1
Rékna ut summorna (a) Z § 27 (b) 1
j=2

Il
=]

i
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Skriv med summatecken

() 1+8+27+64+125+216+343  (b)

(¢) $p, om syp =0 och Sp=58p_1+n?forn=12,....

100 101

Visa att Z%ﬂ = Z%
k=1 k=2

k —

WE

Rékna ut (a)

b
[|

2

2
3k

51:

Rékna ut (a)

=~
Il

0

1

2

n

(b) > (Bj+1)

Jj=m

Hur stort maste heltalet n > 0 vara for att foljande olikhet ska gélla?

L+ 1,1+ (1,1)% + (1,1)* + -+ + (1,1)™ > 100

Visa att

(a)z" —1=(x—1)@@" ' +a2" 2+ fa+1)forn=123,...

(b) 2" +1=(z+1)(z""

—x" 2. —x 1) forn=1,35,...

Problem

I en geometrisk summa med reella termer dr summan av de tva forsta termerna 16 och
summan av de fyra foljande 5. Bestam forsta termen och kvoten i summan.

Skriv ut faktorerna i foljande produkter. Rékna ocksa ut produkterna (b) och (c).

100

@ [J2x o []27
k=2 j=0

Skriv 2-(=3)-4-(=5) -

, 4 4
Rékna ut <1>, <2) ,

Skriv pa enklaste form (a) (

n n—1
Bevi tt( ):
evisa a i <k—1

(c

m=1

- (—19) med produkttecken.

(a) (1) (

2
1

) o

)
2 )

(

) e (3)

) o)

) + (nk 1> for alla heltal n och k sadana att 1 <k <n — 1.

6
Utveckla (a) (a +b)® (b) (2z — 3y)* (c) (23@2 - é) .

5
For vilka reella z géller sambandet Z <Z> zk = 327
k=0

Lat z = 3+ 2 och w = —1 + 44. Bestam
(¢) =3w (d) Rew

(a) z+w (b) z—w
(f) w (g) 2w

(b) |z|

() =

Lat z = 2 + 3i. Beriikna |2|%, 2% och |2?|.

1
Berdkna Re (3 n 4i> och I

Bevisa formlerna Re z =

z2+4+z

)

(e) Im z

2z =

||

for alla komplexa tal z.
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| 2

Visa riknelagen |zw| = |z| |w| for komplexa tal med hjélp av sambandet |z|” = zZ.
Rikna ut % i1, i72, i3, ... . Vad kan allmint sigas om i~ " for heltal n > 0?
Rikna ut 271, 272 och 272 d& (a) 2= —i (b) z=1—14 (¢) z=a+ib.

Los ekvationerna

(a) 243—i=7+4+3i (b)7z2—3+2i=4+1 (¢c)2z+14+i=5-3i
(d) (2+3i)z=1—1 () (14+d)z+ (T+2i)z =2+ bi.
(VE+i)*(1—i)(VIT—i)

1+20)42—3i
w och w = ligger langst

(2 —1)2 1—+/2i

Vilken av punkterna z =
fran origo?

B+14)(5—1)

(4 + 3i)(2i — 3) (b) (2 -7

Rékna ut |z| da z &r (a)

I denna uppgift ska vi se pa hur det komplexa talsystemet definieras. Definiera alltsa ett
komplext tal z som ett ordnat talpar z = (x,y), dir z,y € R ("ordnat’ betyder att (z,y) #
(y,x) om z # y). Om nu z = (z,y) och w = (u,v) édr tva komplexa tal definierar vi
raknesitten + och - enligt

z4+w=(z+uy+v), z-w=(xu—yv,zv+ yu).

(a) Vibehover nu visa att vara komplexa tal uppfyller samma riknelagar som de reella talen
sa att vi kan rikna ’som vanligt’ med komplexa tal. Da bevisen ér ganska lika varandra
ndjer vi oss med att visa nagra av dessa riknelagar. Visa déarfor att z + w = w + z och
att c(wz) = (cw)z for alla komplexa tal ¢ = (a,b), z = (z,y) och w = (u,v).

(b) Visa att (2,0) + (y,0) = (x + y,0) och att (z,0) - (y,0) = (xy,0) s& att de komplexa
talen pa formen (z,0) beter sig precis som de reella talen. Vi skriver darfor x = (x,0)
i fortsdttningen.

(c) Sittnui = (0,1) och visa att da #ir i = —1. Visa ocksa att det komplexa talet z = (,y)
kan skrivas z = (z,y) = x + .

Visa att en ekvation z? = a + b (med reella a och b) alltid har 16sningar z = = + iy (med
reella x och y) genom att visa att ekvationen ér ekvivalent med systemet av ekvationer

2> —y>=a och 2zy=5b

och visa att detta system alltid har reella l6sningar « och y. En hjilp ar att se att ekvationerna

medfor att 22 4+ y? = \/m.

Bestdm alla komplexa losningar till ekvationen 22 = 5 — 12i

Los ekvationerna  (a) 2% 4+ (1 —2i)z—=3—i=0. (b) (2+i)2>+ (1 —"T7i)z—5=0.
Finn en andragradsekvation vars rotter ér kvadraterna pa rétterna till 2% + az + b = 0.

Lat p(z) = 52% + 322 + 52 + 3. Beriikna p(i) och faktorisera direfter p i reella faktorer av
lagsta mojliga grad.

Ekvationen z* — 223 + 222 — 102 + 25 = 0 har rotterna 2 = 2 +4 och z = —1 — 2i. Los
ekvationen fullstédndigt.

Faktorisera polynomet p(z) = z° — 1022 + 152 — 6 fullstéindigt i komplexa respektive reella
faktorer.
Bestdm de reella talen ag, a1, ...,as sa att polynomet p(z) = 2% +as2® + ... + a1z + ap har

ett enkelt nollstdlle i 2 — 7 och ett dubbelt i 7.

Ekvationen 22% + 1123 + 332z = 18 har en rent imaginiir rot. Los ekvationen.
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Ekvationen z* + 1222 4 35 = 22® 4 142 har en rot med realdelen 1. Los ekvationen.
Los ekvationerna  (a) 2% — 622 +25=0  (b) 2% 42 =223
Bestiam alla komplexa tal z sadana att (z 4+ 1 —4)% = (z — 1 +1)°.

Visa att man kan bestimma konstanten a sa att polynomet p(z) = z* + 22° 4 322 + ax 4 2
ar delbart med 22 + 2z + 2. Bestdm a och direfter alla nollstéllen till p.

Ange ett sjiattegradspolynom med rationella koefficienter som har ett dubbelt nollstélle i
punkten z = V2 och ett enkelt nollstélle i punkten z = 1.

For vilka reella a har ekvationen (z +14)? = a minst en reell rot? Lis ekvationen for dessa a.

Funktioner

Antag att f dr en funktion med D; = V; = R och att f har en invers funktion f~*. Undersok
om funktionen ¢ har en invers funktion g~* och bestéim den i sa fall uttryckt i £~ om

@ 8@ =@ -2 1) 960 = 7

Visa att funktionen f(x) = x* + z har en invers funktion f~' och bestim f~'(y) da

@y=0 (by=2 (Jy=-2 (y=10
Forsok inte att bestimma f~'(y) for alla y € Dy!

Betrakta funktionen f(x) = v/1 — e. Bestdm, om majligt, inversen f~' samt definitions-
och virdemingd for f och f=1.

Bestéim eventuell invers £~ till den funktion f som ges av
(a) f(x) =2%, —3<a2x<-1 (b) f(z) =2, —4<z<-3ellerl<z<2.

For vilka reella konstanter a, b och ¢ géller att funktionen
frx— T4
br —c

ar sin egen invers, d.v.s. att f~!(z) = f(x) for x € D;?

rz+1
r+2

Bestédm definitionsméngden samt (om mdojligt) inversen till f om f(z) =

2
Forenkla foljande uttryck till en term: (a) In2+1n8 (b) 2In3+1In2 (c) In 3 +In g

Ordna talen In2+1n3+1n4+In5, In7+2In6 —In2, 7In2, 31n5 och 21n 11 efter storlek.
Forenkla foljande uttryck till en term: (a) Inz? —3lnx (b) 2In3 +1n6 —31In2

Visa, med hjélp av olikheten Inx > 0 da = > 1, att funktionen In &r stringt viixande, d.v.s.
att x1 < xo = Inx1 < Inxs giller for x1 € Dy, och xo € Dyy,.

Rita foljande kurvor: (a) y =In(x — 2) () y=Inz — Inz?

Bestam definitionsméngden for funktionen f da

(a) f(z) = In(z? — 2 —2) (b) f(z) = /Inxz +In(4 — z).



Funktioner 7

1—
P2.13 (a) Bestidm definitionsmingden till f om f(x) = {/In (3 x)
-z

(b) Nir Linus och Linnea jobbade med (a)-uppgiften férsokte de anviinda omskrivningen

11—
In (3 95) = \/ln(l —2) — In(3 — ). Kommentar? Vad hade du sagt om omskriv-
-z

ningen \/111 (;_z) = \/m (z_;) = /In(z — 1) — In(z — 3)?

P 2.14 Endast i undantagsfall géller att In(z +y) = Inz + Iny.

(a) Ge exempel pa tal > 0 och y > 0 saddana att likheten ovan inte giller.
(b) For vilka > 0 finns y > 0 sadant att likheten giller? Bestim y for varje sadant x.

P 2.15 Bestdm In 36 uttryckt med a = In24 och b = In 54.
P2.16 Antag att e® = v/2 och e¥ = /8. Riikna ut (a) etV (b) e** (c) ™2y,
P 2.17 For vilka reella z giller sambandet e?*73 = 2% 4¢3 ?

P 2.18 Visa att

* 1
=Y, — =" och (ex)p = eP”, p heltal,

ey et

géller for alla reella tal x och y, t.ex. genom att se pa In av vénsterledet i varje formel och
anvéanda lamplig regel for In.

P 2.19 Forenkla foljande uttryck:

-1
2z ,—y —2z Y
(a) ee (b) (6 € ) (C) eln471n3+261n3

er—y e Te2y

(d) exp(lnvVae+14+Inve—1) (e) 21n(e\/mem)

P 2.20 Bestim definitionsméngden for funktionen f och underssk om f har en invers funktion f~*

]

och bestam i sa fall ett uttryck for den om f(z) = ; .
— efl’

z—1

P 2.21 Visa att 2 < e < 4 genom att sidtta x = 2 i olikheterna

<lhz<z—1forz>0, z#1

och anvanda sambandet Ine = 1.

P 2.22 Visa olikheterna 1 1\t
(1+—) <e<<1+—) forn—=1,2,....
n n
Ledning: De &r ekvivalenta med olikheterna
n+1

1y n 1
1n(1+ —) <lne< 1n(1+ —)
n n

r—1
Visa att dessa i sin tur foljer av olikheterna

<lhz<z—1medz=1+1/n.
x

P 2.23 Visa reglerna

i z\ z 1 8 a
y_o‘ = (—) , 2028 = g0t T =g — 7% och (xo‘) =28 = (xﬁ)

for reella tal o och 8 (x > 0, y > 0), t.ex. genom att se pa In av alla leden i varje formel.

2
P2.24 Forenkla  (a) { 8—? (b) V8- 32.
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Problem

Bestdm alla reella 16sningar till ~ (a) 42* =81 (b) 82° +27=0 (c) 2° 44027 = 0.

et +4
et +3°

Bestim definitionsméiingden samt (om mojligt) inversen till f om f(x) =
Bestédm definitionsméngden samt (om mojligt) inversen till f om

(a) f(x) =In(x +1) — In(5 — 22) (b) f(z) =In(2 — ) —In(1 — ).
Bestdm (om méjligt) inversen till f om

(a) f(x) = 3—e* +3e” med Dy =]—00,0] (b) f(z) =3 —€** +3e* med Dy = [0, o0l
Talet 16%/% 4 3%/3 4-1/273 4-22/371/3 — 31/3 /771 i1 ett heltal. Vilket?

Bestam definitionsméngd for funktionen f da

(a) f(z) = (22 —2%)""  (b) f(z) = ¥In(1 - x).

Undersok om funktionen f har en invers funktion f~! och bestdm den i sa fall om

(a) f(&) =In(z®*+1),2 >0 (b) fz)=(z—2*)", 0<z < 1.

1/2
. . 2v8Y 3% /
Forenkla foljande utryck: (a) SRy (b) 9== .

Visa att 2log 1000 < 10.

(a) Visa att funktionen f(z) = ** —4e”, 2 > In2, #r injektiv. Bestdm ocksa den inversa
funktionen f~!.

(b) Bestdm inversens definitions- och viirdeméngd.
Los ekvationerna (a) nz+In(x+3)=1 (b) 3271 = g3=+1,
For vilka reella tal a géller (a) (Inz)* > —Inx (b) ® > x och x > 0.
Bestéim alla 1sningar > 0 till ekvationen (22)™% = (3z)™3.

Skissa grafer, dels till en funktion f med Dy = R som dr, dels till en funktion g med D, = R
som inte ar

(a) injektiv (b) viixande (c) stringt viixande (d) avtagande
(e) stringt avtagande (f) monoton  (g) stringt monoton (h) uppat begriinsad
(i) nedat begréinsad (j) begriansad (k) jimn (1) udda.

Skissa grafen till en funktion f som &r definierad for alla reella tal och som &r
(a) €j jimn, e¢j udda  (b) stringt vixande, begrinsad
(c) stringt avtagande, uppat begrinsad, ej nedat begriinsad.

Lat f(z) = €*, g(z) = 7 —|—1x2 och h(x) = Inz. Uttryck i sa enkel form som mojligt
(a) f(g(x)) (b) f(h(z)) (¢) 9(f()) (d) g(h(x))
(€) h(f (=) () h(g(x)) (&) f(g(h(x))) () f(h(g(x)))
(1) g(f(n(x))) () g(A(f(x))) (&) h(f(g(=))) (1) h(g(f(x)))

(a) Finn funktioner f(x) och g(x) sadana att e = flg(x)).
(b) Finn funktioner f(z), g(x) och h(x) sadana att In(1 + cos® ) = f(g(h(z))).

Antag att f och g bada ir stringt viixande funktioner och definierade 6verallt. Ar
(@) f+g9 (b) fg (c) foy

nddvéandigtvis stringt vixande? Ange motexempel i annat fall.

(d) Los (a)—(c) men med ”vixande” utbytt mot ”avtagande”.
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P2.43

P2.44

P2.45

P2.46

P2.47

P2.48

P2.49

P2.50

P2.51

P2.52

P2.53

P2.54
P2.55

P2.56

P2.57
P2.58
P2.59

P2.60
P2.61

P2.62

Rita en enhetscirkel i ett koordinatsystem pa ett rutat papper (t.ex. med enheten 10 rutor)
och markera de punkter pa cirkeln som svarar mot vinklarna 7/6, 7/4 och /3. Anvénd
sedan definitionen via enhetscirkeln for att blixtsnabbt ange cosv och sinwv da v &r

o 47 0 0 3T o

— b) — —— d) —— - f) ——
W= T @5 @I @I -2
Ange snabbt (med hjilp av enhetscirkeln)

25 100 23 25
(a) cos Tﬂ (b) cos Tﬂ- (c) cos(—%) (d) sin(—Tﬂ)
Forenkla cosnm dar n € Z.
1
Bestim alla 16sningar v till (a) sinv = 5 (b) cosv =sinv (c) sinv = sin(7 — v).
Bestam alla reella tal v sadana att
2 2

(a) cosv = - och sinv:—g (b) 2cosv =—1 och 2sinv=+3

2
Rékna ut cos(v—i—%) dficosv:—g och (a)0<v<m (b) m < v < 2.

u v
Antag att u, v och w &r vinklar i en triangel. Visa att sin(§ + 5) = CcoS —.

Rikna ut (a) tan0, tan %, cot% och cotg (b) tan %, cot %, tang och cot g
- o7 ™ s 5
Ange tanwv och cotv da v &r (a) — (b) —— (c) —= (d) ——.
6 4 2 6
Vilka samband géller mellan vinklarna v och v om (a) tanu = tanv (b) cotu = cotv?
Bestédm alla 16sningar v till f6ljande ekvationer:

(a) tanv = — (b) cotv =—1 (c) cosv = —v/3sinv (d) tanv + cotv = 2.

V3

Rékna ut tan(u + v) da tanu = 3/4 och cotv = 2/3.

Rita foljande kurvor i samma koordinatsystem:

(a) y =2cosz, y=cos2x och y= cosg (b) y =2sinz, y =sin2z och y= sing.
Bestam avstandet mellan punkterna P; och P, da de ges genom polédra koordinater r; = 1

och ¢1 =7m/3 resp ro = 3 och ¢ = —7.
Bestdm u + v da tanu = 2, tanv =3, 0 < u < /2 och 0 < v < 7/2.
Los ekvationen v/3sinz — cosz = 1.
Létt:tang, - <x <.
1—¢

L +12
(b) Hérled liknande formler f6r sin 2 och tan .

(a) Visa att cosz = , T <z <.

Anmérkning: Dessa formler dr anvéndbara vid berdkning av primitiva funktioner till vissa
trigonometriska uttryck.

Antag att tanu = 1/7 och tanv = 3/4. Vilka virden kan u + v ha?

Bestédm vinklarna i en likbent triangel dar tangens for vinkeln vid spetsen ar 2 ganger sinus
for en av de tva lika vinklarna vid basen.

Vad #r beloppet av €' om ¢ ir reellt?
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2’1:1, 22:—13, Zgzi,

P 2.63 Skriv foljande tal i poldr form: { si= —14i s — i3 1, 2= e/,

P 2.64 I denna uppgift ska vi lsa den binomiska ekvationen (z — i)® = 2v/3i — 2.

(a) Skriv hogerledet pa polér form.

(b) Siitt z —i = re’ dir r > 0 och v € R. Hur ser ekvationen ut efter detta?

(¢) Se pa absolutbelopp och argument av bada leden. Vilket ekvationssystem for r och v ger detta?
(d) Los detta ekvationssystem.

(e) Los ekvationen (z —i)® = 2v/3i — 2.

1+14v3
P 2.65 Los ekvationerna  (a) 2> =iv3—1 (b) 2° = :—i\/_
i

P 2.66 Visa att systemet av ekvationer

1+ cosx+cos2x =0 och sinx +sin2x =0

ir ekvivalent med den enda ekvationen 1 + e** + ¢

i stéllet 1osa denna ekvation.

= 0. Los sedan systemet genom att

P 2.67 Rikna ut Rew och ITmw (som funktioner av 2 € R) da w = i e?* ™

P 2.68 Antag att C7 och Cs dr komplexa konstanter och att a och b &r reella konstanter. Bestdm
komplexa konstanter A och B sadana att

Oy el @+ 4 0y o= — 002 (A cosbr + Bsinbz) for z € R.

. z ro. . .
P 2.69 Visa att zw = rse’*t%) och = = —¢"*~%)_d4 z och w ges i poléir form z = re™, w = se'?.
wos

P2.70 Rékna ut (141¢)" forn=0,1,2,....
P 2.71 Bestdm komplexa tal a och b sadana att
(=24 2i)a+ (1 —2i)(ax+b) =x for alla reella tal =
och bestéim sedan real- och imaginirdelarna av (az + b) 1792

P 2.72 Réakna ut arcsinx och arccosx om z ar

@0 L ©-2 @-L ©-1 0

P 2.73 Rakna ut arctanx om x ar

(a) 0 (b)% (c) =1 (d) —V3.

3
P2.74 Man vet att m < x < % och att tanx = 2. Bestdm =x.

8 7 16
P 2.75 Berdikna (a) arcsin (sin TW) (b) arccos <cos %) (c) arctan (tan %)

P 2.76 Fran en punkt pa en cirkel med radie R syns en korda under vinkel o. Hur lang &r kordan?

P 2.77 Betrakta ater egenskaperna (a)—(1) 1 uppgift P 2.38. For varje egenskap (a)—(1), vilka 6vriga
egenskaper &r oférenliga med denna? (Vi betraktar endast funktioner f med Dy =1R.)

P 2.78 Réikna ut sinwv, cosv och tanwv da
(a) v = arcsin 3 (b) v = arccos 3 (¢) v = arctan 2

(d) v = arcsin (1) () v = arccos <3> (f) v = arctan(—2).

w
w
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P2.79

P2.80

P2.81

P2.82

P2.83

P2.84

P2.85

P 2.86

P2.87
P 2.88

P2.89

P2.90

1 1
Rikna ut cos (5 arcsin g) exakt.

13 1
Lat a = arcsin Td och 8 = arccos -

) Beriikna tan(a + ).

) Bestdm alla vinklar med samma tangensvirde som i (a).
) Sténg in o + B 1 ett ppet intervall av lingd hogst 7.

) Beriikna o + .

Lat a och 8 vara som i uppgift P 2.80.

(a) Bestiim tre komplexa tal som har i tur och ordning «, 8 och « 4  som argument.
(b) Bestéim alla argument for det tredje talet i (a).

(c) Stidng in a + B 1 ett dppet intervall av langd hogst 2.

(d) Berdkna o + 5.

Forenkla sa langt det gar

2
(a) 3arctan2 — arctan T (b) arctan 2 + arctan 3 + arctan 4.

Lat f(xz) = tan (g + 6_12), x > 0. Bestdm om mojligt f~1.

(a) Skriv f(z) = arcsin(sinz) + arccos(cos ), —m < x < 7 utan arcusfunktioner.
(b) Rita grafen till g(z) = arcsin(sin x) + arccos(cosx), = € R.

Vi studerar ekvationen arctanx = 2 arccosx.
(a) Visa att om z 1dser ekvationen sa maste 1/v/2 < 2 < 1.  (b) Los ekvationen!

Bevisa foljande samband for hyperboliska funktioner. Ange ocksa hur motsvarande samband
for trigonometriska funktioner ser ut!

tanh z + tanh y

1+ tanhxtanhy

(a) sinh(z + y) = sinhx coshy + coshasinhy  (b) tanh(z + y) =

Bestém inversen till tanh. Ange ocksé definitions- och viirdemiingd fér tanh och tanh ™.

Betrakta tva rymdskepp som ror sig rakt mot varandra med farterna v; och vs i férhallande
till en fix punkt mellan dem. I klassisk mekanik &r som bekant deras relativa hastighet
v = v1 + v2, men enligt relativitetsteorin &r den

V1 + V2
V= .
1+’L)1’U2

(Vi miiter hastigheterna som brakdelar av ljushastigheten ¢; t.ex. betyder v = 1/10 hastig-
heten ¢/10, d.v.s. ca 30.000 km/s.) Anvind additionsformeln for tanh i uppgift P 2.86b for
att beskriva dven detta senare samband som en addition. Forklara med hjilp av grafen till
tanh!

Betrakta foljande méngd av funktioner:
M = {( )% ()%, V> | |;In, exp, cos, sin, tan, arccos, arcsin, arctan }.

(Med ()* menas funktionen x + x* 0.s.v.). Skissa funktionernas grafer och ange sedan alla
f € M sadana att

(a) f &r injektiv (b) f &r stringt vixande (c) f dr stringt avtagande
(d) f &r begriansad (e) f >0 (f) Dy =R
(g) Vi=R (h) f &r jadmn (i) f dr udda

Betrakta aterigen funktionerna i uppgift P 2.89. Los for samtliga dessa funktioner ekvationen
f(@) = f(y), .y € Dy.
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3

P3.1

P3.2

P3.3

P34

P3.5

P3.6

P3.7

P 3.8

P3.9

P3.10
P3.11

P3.12

P3.13

P3.14

P3.15

P3.16
P3.17

P3.18

Problem

Gransvarde och kontinuitet

(a) Vilka av pilarna =, <=, <= #r korrekta mellan "2% = 4” och "z = 277
(b) Ar det sa att 2 < 1/1000 = 1/2 > 1000?
(c) Visa att 0 < < 1/1000 = 1/z > 1000.

Overtyga dig om att |z — 4| <9 <= —5 <z < 13.

De flesta tycker nog att " 2% viixer snabbare én 2z for stora positiva 7. Tycker du att ”In(x?)
viixer snabbare dn 21n(x) for stora positiva 2”?

Skissa grafen och bestdm li_>m f(z) da f(z) =Inz.
Beriikna (a) lim S (b) lim (\/ 2?2 —x+2+x+ 1).
z—00 I3 + 2 T——00
2
— 6
Lat f(x) = rhrdt Berdkna lim f(z) da (a)xa =7 (b)ax—3 (c¢) 2 — .

222 — b — 3’

Vad sr  (a) lim 1 (b) lim ( lim — > (¢) lim ( lim —— )?
(a) Vad menas med att f(z) — 1 da 2 — oo?

(b) Bestim ett tal w sadant att

€T 1 .
x_11‘<ﬁdax>w.

2 +1
(c) Bestdm for varje € > 0 ett w sadant att pastaendet x > w = ‘74_ -1
x

< e giller.

Vad visar detta?

Visa att om f har ett dndligt grinsvirde A da x — oo sa ar detta entydigt bestamt, d.v.s.
att om ocksa f(x) = B da . — oo sd dr A = B.
(—1)"n + 1 1

Undersok grinsviirdena (a) nhﬁngo )1 (b) nlLIr;o(_1)” cos

Undersok foljande grinsvirden (a) lim e~ %% (b) lim e Y/* (c) lim e~'/2,
xr—0+ xr—0— x—0

Rékna ut lim z'/™%"
Tr—r00
(a) Vad menas med att f(x) dr kontinuerlig i punkten z = 17

a
(b) Vad menas med att f dr en kontinuerlig funktion?
. "
A = li
(c) Ar f(z) = lim —

2 n
(d) Ar f(z)= nh—>néo xl-:?; I:_;n kontinuerlig for x > 07

kontinuerlig for « > 07
xn

(a) Formulera och illustrera satsen om mellanliggande vérden.
(b) Kan villkoren mildras?

Visa att funktionen f(z) = zInz, 2 > 1, har en invers funktion f~'(z), 2 > 0, och underssk

. fY2)Inx

lim ————.
T—00 x

M+20+. .. —2)! 20+ .. !
Berékna grénsvirdena (a) lim Te '+ (n-2) (b) lim i +' ey
n—oo n! n—oo n!
Undersok e™* Inz da  — 0+ och = — oo.
sin 2x sin Hx sin 3x sin x

Berik li li li li

eréikna  (a) zlg%) x (b) xlg%) sin 4x () zlg%) tan Tz (d) e T



Derivator

P 3.19 Rikna ut (a) lim

13

In(1 —x) b i Inz
—_— i .
x—0 hl(l + 326) x—1 ;CQ -1

1\" 1\"
P 3.20 Rékna ut (a) lim <1+—) (b) lim <1+—> .
n n

n—r00 n——oo

1
P 3.21 Antag att f(z) = sinz - sin — for & # 0, men att f(0) (d4nnu) inte dr definierat.
x

Kan man definera f(0) sa att f blir kontinuerlig?

P 3.22 Bestdm konstanterna A och B sa att lim (v 22 +x — Az — B) = 0.
Tr—r00

P 3.24 Undersok lim

. . . sinzx . cos(mx/2)
P 3.23 Undersck (a) zh_}rrgox(ln(x +1)—Inz) (b) ;1_1&1; — (c) ilinl —
V1i+az2-1
-0 22423
-1 In(1
c = 1 med hjélp av standardgréansvirdet lim u = 1.
x x—0 x€X

P 3.25 Visa att lim
x—0

P 3.26 Visa att lim

arcsin x

=1. (Tips: Variabelbyte)

z—0 xT

P 3.27 Visa standardgrinsviirdet lim 2%Inz =0 om « > 0 med hjilp av lim x/e” = 0.
xr—r0o0

z—0+t

4 Derivator

P 4.1 Linus minns att néir man deriverar ”blir sinus cosinus och cosinus sinus, men nagonstans ar
det ett minus”. Rita graferna till sin och cos och visa hur man ur dessa (och tolkningen av
derivata) ser hur det ligger till.

P4.2 (a)
(b)
()
(d)
P4.3 (a)

Vad betyder det att en funktion f &dr vixande?

Vad betyder det att en funktion f &r stréngt vixande?

Ange en funktion som #r bade viixande och avtagande.

Kan en funktion vara bade stringt vixande och strangt avtagande?

Ge ett exempel pa en (deriverbar) funktion f som har derivatan 0 pa hela sin defini-
tionsméngd Dy men som &énda inte &r konstant.

Varfor gar det inte att hitta ett sadant exempel dér Dy = R?

Ge ett exempel pa en (deriverbar) funktion f som uppfyller f'(z) < 0 for alla = i
definitionsméngden D¢ men som &nda inte &r avtagande.

Varfor gar det inte att hitta ett sadant exempel dér Dy = R?

Finns det nagon deriverbar funktion som &r stringt vixande men som inte uppfyller
f(x) > 0 for alla z?

P 4.4 Ar det rimligt att f(z) = e*(2® — 102z 4 4) har en derivata med teckenviixling — 0+ 0 —?

P 4.5 Linnea forsoker kora snalt. Kan hon kora 100 km pa en timme men alltid halla sig under
98 kmm/h? Det verkar inte rimligt, eller hur? Visa orimligheten med ldmplig sats. Linnea kor
deriverbart.

P 4.6 Definiera begreppet derivata.

P 4.7 Hur lyder kedjeregeln, produktregeln och kvotregeln for derivator?

P 4.8 Derivera  (a) 2° +32° +8 (b) cos3z (c)

1

) (d) arctan(—2z) (e) xsin2x
x
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P4.9

P4.10

P4.11

P4.12

P4.13
P4.14

P4.15

P4.16

P4.17

P4.18
P4.19

P4.20

P4.21

Problem
Derivera
1 14 a2
(a) Vo + 7 (b) (z —2®)™" (¢) 1T—.2 (d) In(—z)
e) In |4z f) z?Inx e 2/ h) In(1 + =2
(e) In |4z| ( g
Derivera
(a) In Lo (b) (Inxz)? (c) In L (d) exp(vV1+1nx)
1-— V14 xr2
() ze /V® () In(z +V1+22) (g) e “cosa (h) tanz — x
4
(i) In| tang| (j) (arctanz)? (k) arctan — (1) arcsin(z? — 1)
x
Ange om mojligt en funktion som &r

(a) kontinuerlig men inte deriverbar for x = 2
(b) deriverbar men ej kontinuerlig for x = 2.

tan(2 4 h) — arctan 2 in(1 — 4z) — sin 1
Berikna  (a) lim arctan(2 + h) arctan2 ) lim sin 3:c) sinl
- r—r x

Bestidm ekvationerna for tangenten och normalen till kurvan y = x + v/« i punkten (1,2).

En cirkulér oljeflick utbreder sig pa en vattenyta. I ett visst 6gonblick &r radien 200 m och
just da okar den med 5 m/h. Med vilken hastighet skar oljefliickens area i samma 6gonblick?

Rékna ut héger- och vénsterderivatan av (2 + [z])e” i x = 0. Existerar f'(0)?

2 2
.. x <1 T r<1
3 — Y — — ) — 7
Ar f deriverbar om  (a) f(x) { -1 z>1 (b) f(z) { o0 x>
. . Ae® + Bz + 22 <0 ) )
Bestédm konstanterna A och B sa att f(x) = { Vitl 250 blir deriverbar.
Formulera och illustrera satsen om derivatan av en invers funktion.

Funktionen f(z) = 1+ ¢** har en invers f~' (varfor?). Bestam (Df~')(2)
(a) genom att bestimma f~! och derivera (b) utan att forst bestimma inversen.

Ett 6gonblick en solig eftermiddag star solen 27 grader dver horisonten och sjunker just da
med hastigheten 7,0 grader i timmen. Hur snabbt viixer da skuggan av en 2,0 meter hog
lodrét stolpe? Svara i cm/min.

z(xlnjz|—1), =#0

Rikna ut f’(z) och f”(x) dér de existerar om f(z) = {
0, ==0.
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P4.22 T denna 6vning ska vi tréna in en bra arbetsgang for att gora funktionsundersokningar.
Uppgiften vi ska 16sa ér foljande:

Az —42? — 9
"Skissa grafen till f(z) = %
T —

karaktdr och tillhérande extremuvdrden.’,

. Ange alla lokala extrempunkter till f samt deras

men vi ska ga varsamt fram och dela upp detta problem i mindre delproblem.

(a) Bestim definitionsméingden till f.
(b) Derivera f och faktorisera f’(z) sa langt det dr mdjligt.

(c) Gor en teckentabell f6r f'(x). Var noga med att alla faktorer i f'(z) far en egen rad
i tabellen och att bara punkter dir nagon faktor #r noll eller dir f och/eller [ ej
dr definierade tas med i tabellen. Ge ocksa f sjilv en rad underst i tabellen dar du
markerar om f véxer eller avtar pa varje intervall samt hur f beter sig i de punkter du
tagit med i tabellen (t.ex. om f har lokalt extremvirde eller dr odefinierad eller nagot
sadant).

(d) Vilka funktionsvirden och griansvirden till f behéver du berikna for att kunna skissa
f:s graf? Berékna dessa.

(e) Skissa grafen till f. Se till att bilden blir stor, tydlig och littlist (ungefér en halv A4 &r
lamplig storlek). Markera intressanta foreteelser pa grafen och mérk ut dessas z- och
y-koordinater med skalstreck pa respektive koordinataxel.

(f) Lis uppgiften ovan en gang till och formulera ett svar dir du &r noga med att svara pa
allt som det fragas efter.

(g) Repetera stegen ovan tills du kan dem utantill och lova dig sjilv heligt och dyrt att du
ska folja denna arbetsgang i varje funktionsundersokning du gor i framtiden. Upprepa
16ftet for dig sjdlv tills du ar 6vertygad om att du menar det.

Det vore ett misstag att sluta hir och hasta vidare till nagon annan uppgift eftersom det &r
viktigt att du alltid ser till att ldra dig maximalt av varje uppgift du riknar. Anvind dérfor
grafen du ritat till att ocksa besvara fragorna nedan.

(h) Ange virdeméngden till f.

(i) Los olikheten f(x) > 0.

()

(k) Ange f:s storsta och minsta viirde.
)

(1

Hur manga olika losningar har ekvationerna f(x) =0, f(z) = 8 och f(x) = 10?
Ga nu vidare till nésta uppgift och 16s den pa samma sétt som du 16st denna. Forsok
att inte titta alltfor mycket pa 16sningen till denna uppgift.

562

P4.23 Lat f(z) = —.
v

(a) Rita grafen till f, d.v.s. rita kurvan y = f(x).
(b) Bestdm f:s viirdeméngd.

(¢) Visa olikheten

Y _>a4diz>1.
x—1

(d) Bestédm antalet skilda rotter till ekvationen i 7= 5
Tz —
2

(e) Bestédm antalet olika rotter till ekvationen = k for alla viirden pa konstanten k.

P 4.24 Faktorisera derivatan och bestdm med hjilp av teckentabell de intervall diar f &r strangt

avtagande om  (a) f(z) = 2® — 322 (b) f(z) = S(Til)

P 4.25 Rita grafen till funktionen f(z) = (3— 4z)e_25”2. Ange alla lokala maxima och minima samt
storsta och minsta virde, om sadana finns.
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P 4.26

P4.27

P 4.28

P 4.29

P4.30

P4.31

P4.32

P4.33

P4.34

P4.35

P4.36
P4.37

P 4.38

P4.39

Problem

Bestam alla lokala max- och minpunkter till f och rita kurvan om
(a) f(z) = 2z + Vel (b) f(z) = [2* — 8z + 15].

(Inz)?
4

Ett tdlt utan botten har viiggar som utgérs av en cirkulér cylinder och tak bestaende av en
halvsfir. Bestdm storsta mojliga volym hos téltet, da tédltdukens area A &r given. Motivera
noga varfor det blir ett storsta vérde.

1
Ange storsta och minsta vérde till f(z) = xInz — —x, 5 <z <eé’.

Funktionen y = f(z), ¥ > 0, &r stréngt viixande och deriverbar, och f(1) = 2, f(2) = 10,
f'(1) =3 och f/(2) = 5. Ar inversen f~! deriverbar i punkten 2? Ange i sa fall derivatan.

En likbent triangel &dr inskriven i en cirkel med radie R. Bestdm eventuellt storsta och minsta
vérde triangelarean kan ha. Motivera noga, som alltid!

I denna uppgift ska vi bekanta oss med medelvérdessatsen.

(a) Formulera och illustrera medelvirdessatsen.

(b) Sétt f(x) = arctanz. Vad séger medelvirdessatsen om
arctan ro — arctan xq

da x1 < 97
(¢) Vilka viirden kan f’(§) anta? Formulera ditt svar som en olikhet for f'(€).
(d) Sétt in olikheten fran (c) i ditt svar pa (b). Vad ger detta?
(e) Upprepa (b), (c), (d) i fallet 0 < 7 < x5 < 1. Vilken olikhet leder detta fram till?

(a) Definiera vad som menas med att funktionen f #r stringt avtagande pa mingden M.
(b) Ar det sant att f' < 0 pa ett intervall I medfor att f dr stringt avtagande pa I7?

(c) Ar det sant att f < 0 pa hela Dy medfor att f #r striingt avtagande?
(d) Ar funktionen f(z) = |z| — 2z stringt avtagande?

Visa eller ge ett motexempel till féljande pastaenden:
() fzg=f>g M f=>2d=f>g

For vilka reella tal géller foljande olikheter?

(a)

rz—1 - .
mfarctanzzo (b)lnz>T (c) e —1 < we”.

I ett motell blir alla 80 rummen uthyrda varje natt om priset dr 450 kr/dyen. En un-
dersokning visade att for varje femtiolapp som lades pa priset blev 4 rum tomma. Varje
uthyrt rum kostar dgaren 50 kr/dygn, varje outhyrt 20 kr/dygn. Vilket bor priset vara for
att vinsten ska bli sa stor som mojligt? Priset maste vara delbart med 50.

Visa att @+ cosx + 22 /2 #r striingt viixande pa intervallet [0, oo[.
Ar funktionen f(x) = sinz + cosx + tanz + cotz monoton pa intervallet 0,7 /4] ?

Lat f vara en deriverbar funktion pa R sadan att li_>m f(z) = A och li_>m f'(x) = B giller,

déir A och B ér édndliga. Visa att B = 0. Ge ocksa exempel pa en sadan funktion.

Ar nagon av funktionerna |z|sinz och |z|cosx kontinuerligt deriverbar?
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P4.40 (a) (Cauchys medelviirdessats). Antag att f och g &r kontinuerliga pa intervallet [a, b] och
deriverbara i ]a, b[. Visa att det finns nagot £ € Ja, b] sadant att

(£(6) = f(a))g'(€) = (9(b) — g(a)) f'(§)-

Ledning: Anvéind medelvérdessatsen pa h(z) = (f(b) — f(a))g(z) — (9(b) — g(a)) f(z).
0

(b) ('Hospitals regel). Om f och g &r definierade och deriverbara med g( ) #
punkterad omgivning till x = 0 samt om

lim f(z) =0 = lim g(z)
z—0 z—0

ien

sa giller att

!
lim _f(x) = lim (@)
z—0 g(:c) z—0 g’(z)
forutsatt att det sista gransvirdet existerar.
Ledning: Definiera f(0) och ¢(0) pa ldmpligt sétt och anvénd (a).

t 242x+3
(¢) Bestdm lim arcans (d) Bestdm lim M
z—0 €T z—0 13 + 2z + 1
P 4.41 Rita foljande k (a) i (b) y = L 1 2arctans + n —%
. ita foljande kurvor a) Yy = ——— = - arctanz + In ——;.
J Y 12 Y n 1+ 22
1
P 4.42 Visa att arctan(z + 1) — arctan x = arctan ———— for alla reella z.
2?2 +r+1

P 4.43 Visa att f har lokalt minimum i 2 = 0 om f(z) =

1
z?sin — + 22%, x #0,
x
0, ==0.

P4.44 1 en punkt pa kurvan y = z*, z > 0, dras kurvans tangent och normal. Dessa avgrinsar

tillsammans med y-axeln en triangel. Bestdm alla vérden som triangelns area kan anta.

P 4.45 Tva gator med bredd a respektive b korsar varandra under réit vinkel. Hur lang dr den langsta
stang som i horisontellt ldge kan foras fran den ena gatan till den andra?

P 4.46 Bestam antalet skilda reella rotter till foljande ekvationer: (a) 23 =2® -5
(b) x =3Inz (c) arctanz = In(1 + z) (d) 2In(1 — 2?) = 1 + 4 arcsinz.

P 4.47 Bestim virdemingden till funktionen f(z) = x* — 182? 4 96x — 100, 1 < 2 < 9.

1
P 4.48 Visa att Inz < /z — T for x > 1.
T

P 4.49 Funktionen f dr deriverbar i ett intervall I och f/(x) > 1 for alla x € I. Visa att
flx2) = f(w1) = 22 — 21
omx € I, x0 € I och 9 > x1.
P 4.50 Rita kurvan y = arcsinz + 2@ och ange virdeméngden.
P 4.51 Bestim alla tal B sadana att 2* + 4z + B > 0 for alla reella tal .

P4.52 Avgor for vilka reella virden pa a och b som ekvationen e¢” = ax + b har ingen rot, en rot
eller tva reella rotter. Ledning: tangent.

P 4.53 For vilka konstanter a dr f(z) = e * + alnz monoton?

z? 3 2 ’
_ e’ (arcsinz)’zy/| cosx _ x
P 4.54 Derivera f(r) = ( (In :C)G)Sin2:|c | Ledning: DIn |f(z)| = J}((z))

P 4.55 Vilken #r den minsta sektor i komplexa talplanet som rymmer alla tal 3 + w? — 2iw, w € R,
och som utgar fran origo?

P 4.56 Skriv summan 1+ 2z + 322 + ... + na" ! i sluten form.
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Problem

5 Primitiva funktioner

P5.1

P5.2

P5.3

P54

P5.5

P5.6

P5.7

P5.8

1+ cos2 1 —cos2
Linnea kommer ihag att sin® v antingen ir + 5 Y eller 5 Y men har glomt vilket.

Foresla ett enkelt v som reder ut vilket det ska vara.

Linus kommer ihag att cos(a+b) antingen ér cos a cosb+sinasin b eller cosa cosb—sinasinb
men har glomt bort vilket. Foresla enkla a, b som reder ut vilket det ska vara.

Rikna ut foljande obestamda integraler:

a)/ﬁdz (b)/(z3+zf2) dw (c)/(%x—lﬁx—lg) dw (d)/(xiiz)2

() / (x—2)ads (f) / e~ dz (&) / _dr (h) / sin 2z dz

1+ 422
Denna uppgift ar tdnkt att illustrera och 6va pa den viktiga tekniken att kinna igen derivator
vid primitivberékning.
32

(a) Betrakta integranden (d.v.s. funktionen innanfor integraltecknet) i / A+ dx.
x

Kan du hitta en faktor i integranden som ér derivata av nagot annat uttryck som ocksa
ingar i integranden?

(b) Foresla en lamplig ny variabel ¢ att byta till som utnyttjar upptéickten du gjorde i (a).

t
Berdkna T Los ut dt ur detta samband och utfér variabelbytet.
x

2
(¢) Anviind ovanstaende till att berikna / 3#dz.
(14 23)2

(@)1 / x* cos(2®) dx #r ingen faktor en derivata av nagot annat uttryck i integranden. Vi

kan dock dnda berdkna denna med samma teknik som i (b) och (c) tack vare att en
faktor i integranden 'néistan’ #r en derivata till ett annat uttryck i integranden (med
'nistan’ menas héir att faktorn ér en konstant ganger derivatan). Vilken faktor dr detta?

(e) Bryt ut limplig konstant ur / x* cos(2°) dx sa att din faktor verkligen dr derivatan av

uttrycket du hittade i (d). Vilket variabelbyte vill du gora sedan?

(f) Utfor variabelbytet och berékna / x* cos(z°) du.
(g) Berikna / ™7 cos 2 dr med samma teknik som ovan.

Berékna foljande obestédmda integraler:

(a) /x(1+x2)5 dz (b) /xe /hlz /Qj_xez dx

Bestim f(x) sa att
(a) f/(x) =€* +a® —zoch f(0)=0 (b) f'(z) = (2++2)?, och f(x) — 1 da z — oo.
x
Berédkna

(a) /xefz dx /
(d) /(lnx)2dx /x e’ +Inz) de (f) /arctanacdac
w

(2) / arcsinx dr Sllj_x;;)sz (i) / tan x dx

2% sin 2z dx (c) /xln|x| dx

Berdkna /(43@2 —4x 4 6)e”?® dr genom att forst gora variabelbytet —2x = t.
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P5.9

Rékna ut

(a)/(x3+:c)ezzdz (b)/x5cosz3dz (c)/\/1+\/5dx (d)/eﬁd:c

19

P5.10 Antag att f &r definierad pa ett intervall. Visa att om I och G &r tva primitiva funktioner

P5.11

P5.12
P5.13

P5.14

P5.15

P5.16

P5.17

till f sadr F(x) = G(x)+ C for nagon konstant C.

Linnéa gor foljande kalkyl:

/cosz sinzdr = /P.I./ = sinz sinzf/sinx cosx dr

sin® x + cos? z + /cosac sin x dx

= 1+/cosz sin x dx.

/PL/ = sinz sinz — (( COST) COST — /(f cosx) (—sinx) dx)

Ur detta drar hon slutsatsen att cosz sinzdr = 1+ /cos:c sinzdr, dvs. 0=1.

Forklara var Linnéa tankt fel!

Bestim f(z) sé att f/(z) = zeV® for z > 0 och f(1) = 0.

Foljande uttryck ska partialbraksuppdelas. Ange hur en korrekt ansats ska se ut.
(&) Tz 1)1(50 T zjzz?_jn () ﬁ
2 _ _
(@) ﬁ (€) (x:j- 2)32(Z+—13)2 S ﬁ 5)3(95 )
Partialbraksuppdela ;;:2

Linus har just lirt sig handpaldggning och kommer fram till att

22 —x—3 1 1

(z—1)(x+2) z—1 z+2

Linnéa hivdar dock att svaret inte stimmer. Vem har ratt?

Bestam alla primitiva funktioner till
at 1 — 22 23 4+ 522+ 2 —1
(&) 50— (b) 5 (0
z? +1 44+ T+ 3
20— 3 1 3
d) — f
()x2+4x—|—13 (e) 22 —1 ()xQ—x—Q

1 1
Bestim den primitiva funktion f pa |1,00[ till e + 1% + T2

villkoret f(z) =0 da a — cc.

som uppfyller
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P5.18

P5.19

P5.20

P5.21

P5.22

P5.23

P5.24

P5.25

P5.26

P5.27

P5.28

P5.29

Berdkna

<a>/md$ “Wmdm
dx dx
(C)/(x21)2 (d)/(x+1)(35+2)2(35+3)3

dx 2z
_ f
(e)/x3+2x2+5$ ()/(z2+4)(z2+2z+4)dx
x® + 23 —5x? — 3x + 12 dx
h .
(g)/ Fra-i0 " ()/<x2+2)2

. 3 —a?
® / (22 + 2z + 3)° e

-1
Bestdm f(x) for ¢ > 1 sa att f/(z) = % och f(2) =
. N . . 1 1
Bestédm alla primitiva funktioner till (a) 55 —-
3+ 222 + (x2 4 1)
In (1+ 22 t
Rékna ut (a) /¥ dx  (b) /M x
Rékna ut

@ [ 0) [ o o
(c)/x((lnx)Q—i-e_Q””) de (d)/x(ln($2+1)—x2) do

322 — 6z + 1
’ s och lim f(z)=0.

Bestdm f(x) for x > 1 sa att f'(z) = @122 1 1) =
€T — €T xT o0

Berédkna

(a) w dx sin? z dx (¢) [ sin®zdx

2 —sinz
(e) / SINT gin 2z da /sm rcostzdr (g) / 212 gi dx /
d
(i) / sin x sin 2z sin 3z dx / (k) / = /
1+ cosz) I +sinz

Bestim f(z) da f'(x) = :)I;—E)i , f(0)=0

Anvind t.ex. Eulers formler eller partiell integration for att rikna ut
(a) /sin 3xsindxdr  (b) / e’sinxdr (c) /xeﬂ” cosz dx
Berikna / e sinbx dr da a och b &r positiva konstanter.

25 cosx
4cosx + 3sinx

Berikna / V1 —22dx genom att

Berikna  (a) / (b) / xsin® x da.

(a) gora variabelbytet x =sint dir —n/2 <t <w/2 (b) partialintegrera.

Problem

dx
cos T

SlIl IE

2+ sinx
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P5.30

P5.31

P5.32

P5.33

P5.34

P5.35

P5.36

P5.37

P5.38

P5.39

P5.40

P5.41

P5.42

Berékna
Vo2 <b>/ e e
rz—1 x—l Vor — 22
- . 1+ dx
(d) dac for x > 1 dx for—1<z<1l (f) | ——
x4+ 2 Va4 2z 42
g)/ 22+ 2x + 2dx h)/idx i) /\/szxzdz
VaZ 42z +2
. x — 42 dx dx
W At &) | S M /7sz
l+z—2 rVax? 4+ 4 v +1
Rékna ut (a) /x\/x4+2x2+3dx (b)/cosxx/costdz.

Bestdm f(x) sa att f'(z) = (z 4+ 1)v/2z — 22 och f(1) = 0.
Bestém f(z) for « > 0 sd att f'(z) = /1 + % och 111%1+ flx) =

Rikna ut

(@/de (b)/'dix (C)/Lx—“dx

sinx +cosx +1 sinx + cosx 1—vVx+1

dx dx dx
(d)/l-f—\%?-l-% (e)/(1z2)\/1+:c2 (f)/(1+x2)\/1z2

Lat f vara den primitiva funktion till [sinz| som uppfyller villkoret f(—m) = 0.

(a) Bestdm f(z) da =z € [—m, 7]. Var noga med att visa att f &r en primitiv funktion.
(b) Bestam f(m).

24
For vilka konstanter a, b och ¢ &r / ar thrtce dx en rationell funktion?
x3(x —1)2
Antag att f'(x) 201 for & < 1 och att f(z) dér har minsta virdet 5
n xT) = rx x r har minsta vir .
& 72 — 31+ 2

Visa att ekvationen f(x) = 9 har exakt tva olika reella rotter x < 1.

Funktionen f ir en primitiv funktion till (1 —2%)e™, >0 och lim f(z) = 1. Bestdm
Tr—r 00
Sfmin och  fuax om dessa existerar.

Lat f vara den primitiva funktion till z?sin®z vars graf gar genom punkten (1,7). Ar f
monoton?

1 et —et
Hérled en primitiv funktion till ———= genom att gora variabelbytet z = sinht =
b Vitae® ° Y 2
1 T
Bestdm den primitiva funktion f till ————=— som &r sadan att lim M existerar

VT + Va? 2=0 /z
(8ndligt). Vad blir gréansvérdet?
Hirled rekursionsformeln
o cosz sin" 'z n-1 . mo
sin"xdr = — + sin T dx

n n

for n=2,3,... genom att partialintegrera /sin" xdr = /sinx sin"™

Hirled ocksa motsvarande formel for / cos” z dx.
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6 Bestidmda integraler

5
P 6.1 Hur ser man littast att pastaendet / e " cos(x®)dr = 1 maste vara falskt? Fundera Gver
0

en figur!

P 6.2 Kan du ange nagon begrinsad funktion pa intervallet [0, 1] som inte ér integrerbar (i Rie-
manns mening)?

1
P 6.3 Vi ska berdkna / (1 + e_z)_l dx med hjilp av ett variabelbyte.
0

x

dzx.

1 1
(a) Anvénd omskrivningar for att visa att / (1+ eﬂ”)fl dx = /
0 o e*+1

(b) Observera att faktorn e” i téljaren dr derivatan av uttrycket e® i nimnaren. Vilken ny
variabel t kan det alltsa l6na sig att byta till? Hur ser sambandet mellan dt och dx ut
om du gor detta byte?

(¢) Nér vi jobbar med bestémda integraler maste vi komma ihag att griinserna éndras vid
variabelbyten. Beriikna alltsa de ¢t-viirden som svarar mot z-virdena 0 resp. 1 om t &r
variabeln fran (b).

1
(d) Hur ser / (1+ e*z)fl dx ut efter att du gjort bytet i (b)? Rékna inte ut integralen
0
annu!
(e) Vilken integral far du om du istéllet gor bytet s = 1+ e*?

(f) Berékna integralerna fran (d) och (e). Observera att de maste bli lika eftersom bada &r
1

lika med var sokta integral / (1 + e_z)_l dx.
0

P 6.4 Rikna ut foljande integraler.

(a) /Olehdx (b) /12(,7:4—330—1—1) dz  (c) /lef—ildx / ln—xdx

(e) /j%dm (f) /OQMdz (2) /12(1+2z)17 / Jﬁ—

v /2 cosz T /2
(i) / zcosz®dr  (j) / ————dz (k) / sin? z dx Q) / cos® x dx
0 0 0 0

2+ 3sinx

P 6.5 Visa, genom att skatta uppat och nedat med lampliga trappfunktioner, att

_3
3—/ V3+16$+8x3 =7

P 6.6 Tack vare monotonitetsegenskapen (vad séiger den?) behover vi inte alltid skatta med trapp-
funktioner. Vi kan ocksa skatta integraler med andra integraler.

(a) Antag att 0 < 2z < 1. Ordna uttrycken 0, 2% och z* efter storlek.
1 1
(b) Vilken olikhetskedja ger detta for funktionerna 1, och da0 <z <17
1+ 22 14 24

(¢) Vad séger detta om / P x4 — 9

4v/2 — 2
(d) Visa pa liknande sétt att 1 < / V1+sinzdr < \/_T (~1,219).
0

1
4
(e) Visa att skattningen nedat kan skérpas till / V1+sinzdr > V6 — 3 (~ 1,116)
0

P 6.7 Formulera integralkalkylens medelvirdessats. Rita ocksa en figur som illustrerar innehallet i
satsen.
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P 6.8 Bestdm f/(z) da
1o
/ n(t+1)dt, x> -1 (b)f(:c):/ St
/ dt , zeR (d)f(ac):/ %dt,x>0

dx

P 6.9 Beriakna l% j m

P 6.10 Berikna
2 2 ™
(a) / |sinz| dx (b) / |2® — 1| da (c) / sinz |cos x| dx
0 0 0

@ [ (P +af) @ / o+ o — 1] +1o - 20) do

P 6.11 Rikna ut

1 1
Inx
(a) / 22 cos mx dx (b) / x2e3” dx (c) / — dx
0 0 1 VT
3 2 5
(d) / (92% + 4z) Inzdx (e / (z° — z) |sin7z| dv (f) / |2® — 52 + 6| e” du
1 0 1
vz 2 d 3
(2) / rsina? da (h) / _dr ) / VE
0 1 TV 0o z+1
1 ™ /4
) /0 cos V/x dx (k) /0 cos® z dx 1) /0 % dx
P 6.12 Berikna foljande integraler:
¢ (Inz)? 0 10
(®) /1 PO B T pe e |1 - Inaf da.
P 6.13 Berikna foljande integraler:
4 2 0 3 2
x 8z + 4z
d b —d
(a)/z e 1 ()/71 1+ 422 x3+3x2+2x
6 2
2z +5 rz—1 z—1
d ——d d
()/2 22 +2c -3 (e)/l $3+z2+2z+2 x+1 (z+1)2 (22 +3) v
1 3
dx dx
h dx
(g)/o 23 +1 ()/2 xt—1 z2+2|:c|+2

P 6.14 Berikna

12 g otan 2 3
(a) / BT g (b)/ 2?In/1 + 22 dx
o (-2 1

/4 T .
(d)/ tan® z dx (e)/O L,QCde

2 —sin“x

sin® 2 dx

sin 2x
(14 cosx) 3

xsin® x dz

o)
0
of,

o [ w [ i o[
©
of"
o],

sin x i (h) /7”/3 dx

/ 1+sinz ;3 D—4cosw
/ (k)/31+\/x+1 /
cos2 1 1=Vzr+1 \/_+1

2
—dx (n)/ 242z —22dx /
x2+2x+ 0




24

P6.15

P6.16

P6.17

P6.18

P6.19

P6.20

P6.21

P6.22

P6.23

P6.24

P6.25

P 6.26

P6.27

P6.28

Problem

Visa att om f &r kontinuerlig for alla  och om f(x)dx =0 foralla a >0 saér f
udda. -

2

1

Berdkna / % dx.

172 (1 +22)
Vanlig trefasspidnning bestar av tre sinusformade spénningar, fasforskjutna 27 /3, samt en

nollniva. Effektivvérdet for spanningsskillnaden mellan en fas och nollan &r 230 V. Berikna
effektivvirdet av spanningsskillnaden mellan tva faser.

Berékna foljande generaliserade integraler, om de &r konvergenta:

sinzx < dx Yz
—d b — d
(&) /0 2 —cosz (b) /e z(Inx)? (c) /0 Tz

Berékna integralerna, om de ar konvergenta.

1 [e'e] [e'e] [e%}
dx dx dx dx
e b e e d
(a)/o T+ a2 ()/1 T+ a2 (C)/o v+ a? ()/0 L+ a8

= 1
Visa att Z —— >1In n for alla heltal n > 1.
k=1

— VEQ+VE) 4

4

Visa att / \/1+t3dt<x+% da z > 0.
0

2
Man vill stédnga in / 22 dr mellan 6ver- och undersummor genom att dela intervallet

0
[0,2] vid punkten z = t¢. Hur ska ¢ véljas, om man vill fa

(a) undersumman sa stor som méjligt?
(b) 6versumman sa liten som mojligt?

(c) skillnaden mellan 6versumman och undersumman sa liten som méjligt?
1
Visa att —= > 2y/n — 2 for varje heltal n > 1.
]; 7 vn ] >

n+1 n-+2 n+n

1/n
Berdkna lim ( ) (anvénd Riemannsummor).

n—r00

N
1
Man kan visa att g —om —In2 da N — co. Bestam, utgaende fran detta, nagot tal N
n

n=1
N
sadant att 0 <In2 — Z — <1074

n2n
n=1

" /1 1 1
Visa att ]; <E — arctan E) < 3 for alla heltal n > 1.

T R L A
Bestidm nh—>nolo o I; pEE for varje heltal p > 1.
Man kan definiera de trigonometriska funktionerna utgaende fran integraler. Lat v vara
lingden av bagen pa cirkeln 2z + y? = 1 fran punkten (1,0) till en punkt (x,y), dir
x>0, y>0.

(a) Visa att /y dt
i v = .
0o V1—t2
sin v

(b) Definiera cosv =z, sinv =y och tanv =
COS v

for dessa x , y och wv. Visa att

sinv < v < tanwv.
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7

P71

P7.2

P7.3

P7.4

P7.5

P7.6

p7.7

P7.8

8

P8.1

P 8.2

P8.3

P8.4

Tillampningar av integraler

Bestam arean av det omrade som ligger i forsta kvadranten och som begrinsas av de tre
kurvorna y = 2/xz, y = 2z och y = x/8.

Linus och Linnéa tvistar om cirkelns area. De dr dverens om att 3 < 7w < 4, men det rader
oenighet om huruvida arean ir 7R?, 27 R? eller 27 R. Forklara varfor de felaktiga alternativen
ar uppenbart orimliga.

Beriikna lingden av kurvan y = vV R? — 22, R/2 < z < R. Kontrollmgjligheter?

Kossan Rosa ér bunden med ett snore vid ett trad. Snoret har lingden L och det cylindriska
tridet har radien R. I startogonblicket star Rosa med snoret fullt striackt, rakt radiellt ut
fran tradet. Rosa borjar vandra runt tridet, hela tiden med strickt snore. Hur langt har
hon gatt da hon kommer in till stammen? (Savil snorets tjocklek som Rosas utstriickning
forsummas.)

Omradet mellan kurvorna y = (z —3)/(x+1) och y = €2*, 0 < x < 1, roteras ett varv kring
linjen & = 2. Berdkna volymen av den kropp som uppkommer.

Omréadet mellan kurvan y = 1/(z% + 22 +5), —3 < # < —1, och kurvans horisontella tangent
roteras ett varv kring y-axeln. Berékna volymen av den kropp som uppkommer.

Halvcirkeln y = v/ R? — 22, —R < x < R, roteras ett varv kring linjen x = 2R. Berikna

arean av den rotationsyta som uppkommer.

Antag att f dr en kontinuerligt deriverbar och stringt avtagande funktion pa intervallet
[—1,3] samt att f(—1) =4 och f(3) = —2. Lat D vara det begrinsade omrade som avgrinsas
av kurvan y = f(z) och linjerna * = —1 och y = —2.

(a) Rita en principskiss av D och ange arean av D som en integral.

(b) Lat K} vara den rotationskropp som uppstar da D roteras ett varv kring linjen 2z = —1.
Ange kroppens volym V;, och arean A, av kroppens begriansningsyta som integraler.
Notera att den cirkuldra bottenplattans area ingar i Ay, och den behover inte anges
som en integral.

(c) Lat K. vara den rotationskropp som uppstar da D i stillet roteras ett varv kring linjen
y = —3. Ange kroppens volym V. och arean A, av kroppens begridnsningsyta som
integraler. De triviala delarna av A, behover dock inte anges som integraler.

Maclaurin- och Taylorutveckling

Bestdm Taylorutvecklingen av ordning 3 kring z = 4 till /= med rest i ordoform.

Forenkla foljande uttryck till formen p(x) + O(x™), dér p(z) dr ett polynom och resttermen
dr den biista mojliga (stérsta mojliga heltal n), som vanligt for = néra 0:

(a) (1+z—2°/240(2%)) — (z +2° + O(@%)) + (2 — 2 + O(a"))
(b) (z—2”+2*+0(2"))(z — 2® + 2° + O(z"))
(c) (z—2®+2°+0@")?

Forenkla O(t*) till O(z™) med storsta majliga heltal n om (a)t=—x (b)t=22"
()t=3x+2*> (d)t=—-23/24+0@") (e)t=0(x) (f)t=0(>)

Anvind standardutvecklingar for att bestimma Maclaurinutvecklingen till och med grad 4
med restterm i ordoform (d.v.s. O(z°) eller hogre) till foljande funktioner.

(a) e® (b)sin2z (c) warctanz (d) (14+2)"" (e) cos(z?) (f) In(1 — 2?).
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P8.5

P 8.6

P8.7

P 8.8

P8.9

P8.10

P8.11

P8.12

P8.13

P8.14

P8.15

P8.16

P8.17

Problem

Bestdam Maclaurinutvecklingen, med rest i ordoform, av (ln(l + ac))3 Utveckla sa langt att
man ser de tre forsta icke-forsvinnande termerna.

Bestédm Maclaurinutvecklingen av ordning 4 med rest i ordoform av
(a) V9+22 (b)In(2—=xz) (c)cos(2x+7/2) (d) exp(l —2z?%)

cos(z?) — 1 ) 2 sin 2z et —1—=x

——— (b) lim —————  (c¢) lim ———.

4 2—0 In(1 — 22) z—0 (arctan z)?

Va2 —1— xcos%

1_
T

Rékna ut  (a) lim
x—0 xX

Riknaut  (a) 1im< ! 1) (b) lim <ﬁ - 1) (¢) lim

z—=0 \sinx @ z—0 14z) = T—00  sin tan%

Bestédm konstanterna a, b och ¢ sa att foljande gransvirden existerar. Berdkna gransvérdenal
2
sinz — sinz — b cosz —e 7 sin?
(a) lim SRE T gy gy SMEZOP () ST OO L gy,
20 2 z—0 3 1+ 322 — V1 + 222
e?* — cosx 20
) € 3 . o . . . .
Lat f(x) = x Bestédm konstanten a sa att f blir kontinuerlig i 2 = 0.
a, xz=0.
— f(0
Undersok sedan om %imo %, d.v.s. f'(0), existerar med detta val av a.
—

In(14+0 2e% — 2
Bestam konstanterna a och b sa att Hn% n(l +ba) + 2 cos(ax)
T— X

existerar andligt, samt

bestdm gransvirdet.

2
exp(z +ax”) — 1+ In(1 4 ax
Bestédm konstanten a sa att gransvirdet lim p(z + ) +In(1 + az) existerar och &r

z—0 1—cosx

dndligt. Berdkna ocksa gransvirdet.

Undersok lim =z (f’/x3 + 32 — \/302 + 2z — 3).
Tr—r 00

“ sintz — In(1 + x)
Ar funktionen f(¢t) = lim

=M e
Att berdkna langa Maclaurinutvecklingar av sammansatta funktioner kan bli arbetsamt om
man inte gar systematiskt till viiga. Vi ska hir utveckla In(1 + 2® + sinx) med rest O(xz°)
genom att utveckla In(1 +¢) med ¢ = 2 + sin x; notera att x — 0 =t — 0.

kontinuerlig?

(a) Maclaurinutveckla ¢t = 22 + sin x till och med grad 4 i z, alltsa med rest O(z°).
(b) Maclaurinutveckla In(1 + ¢) till och med grad 4 i ¢, alltsa med rest O(t°).

(¢) Bestim i tur och ordning utvecklingarna for ¢ =¢-t, 3 =+t>.t, ' =1 .1,
O(°), alla uttryckta i x och med rest O(z°).

(d) Bestim Maclaurinutvecklingen av In(1 + 2 + sinz) med rest O(2°).

Vi ska utveckla 1/v/1+ zarctanz med rest O(z®) genom att utveckla (1 + £)~Y2 med

t = x arctanx.

(a) Maclaurinutveckla ¢ = x arctan z med rest O(z®).

(b) Hur langt méste man Maclaurinutveckla (1 + ¢)~%/2, med ¢ = zarctanz, for att fa
utvecklingen for 1/v/1 + zarctanz med rest O(2®)? Varfér ricker den lingden?

(¢) Maclaurinutveckla 1/v/1 + z arctanz med rest O(z®). Jamfor med uppgift P 8.15.

Bestdm Maclaurinutvecklingen av ordning 5 med restterm i ordoform for cos(sin z).

Vilken utveckling for / cos(sint) dt far man av detta?
0
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P8.18

P8.19

P 8.20

P8.21

P 8.22

P 8.23

P8.24

P8.25

P 8.26

P8.27

P 8.28

P 8.29

Bestdm ett polynom p av ligsta mojliga grad sadant att
(a) m I PE) gy TP L ga 4
z—0 €T x

Man kan hérleda Maclaurinutvecklingen av ordning 6 for tanz med restterm i ordoform
genom att ansitta en utveckling

tanz = 1o + c32® + esa® + O(2")

och sedan bestdmma koefficienterna i utvecklingen med hjélp av kénda utvecklingar och
enkla samband.
(a) Motivera varfor inga termer med jimna gradtal behovs i ansatsen.

(b) Anvind standardutvecklingarna for sinz och cosx och identiteten cosztanx = sina
for att bestimma koefficienterna ¢y, c3, ¢5 och ddarmed utvecklingen for tan .

(¢) Som alternativ till metoden i (b), anvéind standardutvecklingen f6r arctanz och iden-
titeten tan(arctanz) = x for att bestédmma utvecklingen for tan .

(d) Anvénd den i (b) eller (¢) erhallna utvecklingen for tana for att hirleda Maclaurin-
utvecklingen av ordning 7 for In(cos 2) med restterm i ordoform. Ledning: Deriveral

Bestém Maclaurinutvecklingen av ordning 6 till ~ (a) / exp(—t?)dt (b) arcsinz.
0

Inz? — (Inz)? 2
Rékna ut  (a) lim Inz” — (Inz)” (b) lim (m3 In 2 e 4952).
z—1 €T — \/E T—00 xr—2

Visa att funktionen f(z) = ze” ir inverterbar och bestim Maclaurinutvecklingen av inver-
sen f1(z) med rest O(27). (Att =1 dr tillrickligt snill behover ej motiveras.)

Om f(z) ges av foljande uttryck, avgér om f har lokalt maximum, lokalt minimum eller
ingetderaiz =0: (a) 2+ 2%+ O(2?) (b) =24+ 22+ 0@ () 2 — 2%+ O(z?)
(d) =2 -2*+0(2®) (e) 5+2°+0(°)  (f) 3+0(2?)

Undersok f(x) med avseende pa lokalt extremvirde for x =0 om f(x) ges av
(a) coshz —cosz  (b) In(1 — 2?) + cosx + 3¢” — arctan 3z (c) sin® 2z + 220",

I manga (tillimpade) sammanhang néjer man sig med att for z nira 0 skriva sinz ~ «
och In(1 + z) = z och drar slutsatser av det. Viss forsiktighet maste dock iakttas. JAmfor
uppgifterna P 8.8a och P 8.8b. Kommentar?

1 n+1 n
Undersok om (n+1) 1 nl) T har grinsviirde (vilket i sa fall?) da n — oo.
nn n — n—
Bestdm Taylorutvecklingen av f(z) = * — 223 — 32 + 7z — 5, med rest i Lagranges form,

(a) kring = 1, ordning 2 (b) kring 2 = 0, ordning 2  (c) kring 2 = 0, ordning 4.

Bestdm Taylorutvecklingen av ordning 0 kring a till en allmén funktion f, med restterm i
Lagranges form. Hur blir uttrycket for f(b) — f(a)? Kénns det bekant?

(a) Hirled Maclaurinutvecklingen av ordning 4 med restterm i Lagranges form for sin .

3 5
T x
sinx — (w— —)‘ < u for alla x.

(b) Visa att 5 < 190

x° 3 x° T
(¢) Visa att 240 <sinz— (z — E) 196 da0<zx< 3 Ange speciellt var £ kan finnas.

IN

0
(d) Ange en liknande olikhet for —g <z < 0. Var kan ¢ finnas nu?

3 2 4
S <1$—>'<ﬁf@rauax¢o.
xr

(e) Visa att 5 1< 120
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P8.30 (a) Bestdm Maclaurinutvecklingen av ordning 1 till arctan 2 med restterm i Lagranges form.
(b) Visa att |arctan(1/5) — 1/5| < 1/100.
P 8.31 Hirled Maclaurinutvecklingen av ordning 4 for e®, med restterm i Lagranges form. Approx-

imera sedan 1/v/e med hjilp av denna utveckling, och visa att approximationsfelets belopp
ar mindre &n 1075,

P8.32 (a) Maclaurinutveckla f(z) = 5(1 + )2 till ordning 1, med restterm i Lagranges form.
Mellan vilka gréanser befinner sig talet &7

(b) Anvind att V26 = v/25+1 = 5y/1+ 1/25, och utvecklingen i (a), fér att finna en
rationell approximation till talet v26. Var finns & nu? Vilken uppskattning av absolut-
beloppet av approximationsfelet ger det?

(¢) Samma uppgift som i (b), men nu for v24.

1 V2 gy

T
P 8.33 Som bekant d&r — = arcsin — = ————. Vi ska anvidnda detta samband for att fa ett
6 0 vV 1—a2

narmevéarde till 7.

(a) Maclaurinutveckla (1 +¢)~/? till ordning 2 i ¢ och med restterm i Lagranges form.

(b) Bestdm med hjilp av utvecklingen i (a) ett ndrmevirde till 7 och uttryck felet i ap-
proximationen som en integral.

(c) Visa att felets absolutbelopp #r mindre #n 102

P8.34 (a) Hérled Maclaurinutvecklingen av ordning 3 med restterm i Lagranges form for In(1+z).
(b) Visa med hjilp av utvecklingen i (a) att

11 143 1
In < —.
’ 10 1500 40000

(¢) Bestédm en bittre approximation p/q¢ till In(11/10), ndmligen en som uppfyller

‘1 11 p‘< 1

n——-— .
10 ¢| ~ 100000

p/q far skrivas som en oférenklad summa av rationella tal.

1 1
P 8.35 Approximera foljande tal med fel vars absolutbelopp dr hogst 100" (a) cos 1 (b) cos1.

P 8.36 Bestim ett polynom p(x) som approximerar cosz for —1/2 < x < 1/2 sa att felets absolut-
belopp blir mindre &n 1072 for alla dessa .

P 8.37 Bestim ett polynom som approximerar e for —1 < x <1 sa att felets absolutbelopp blir
mindre dn 1072 for alla dessa .

° 2
P 8.38 Lat p; vara Maclaurinpolynomet av ordning 1 till f(z) = % +3(z+2)hn :E;L .
(a) Bestam P1- (b) Berikna lim M
x—0 €T

(¢) Visa att (V3 — 1)a? < f(z) — pi(x) < 22 for alla z € [—1,1].

P 8.39 Riikna ut ett nirmevirde till v/33 med ett fel av hogst 1075,
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P8.40

P8.41

P 8.42

P9.1

P9.2

P9.3

P9.4

P9.5

P9.6

P9.7

I relativitetsteorin talar man om en partikels vilomassa myg, relativistiska massa m och
energi F/. Kopplingen &r

2
mov
E=mc® = ——— ~myc® + ,
1 v2 2
V-~ =

dir v dr partikelns hastighet och ¢ ér ljushastigheten. (De tva termerna i approximationen
kallas vilo- respektive rorelseenergi.)

(a) Motivera approximationen. For vilka v &dr den bra?
(b) Uppskatta felet i approximationen da |v| < ¢/10 (vilket &r ca 30.000 km/s).

2
Bestam ett braktal C' sadant att 0 < coshz — 1 — % < Oz for alla z € [-1,1].

Man vill beriikna In 2 numeriskt med hjilp av Maclaurinutveckling. Att anviinda utvecklingen
for In(1 + z) med x =1 &r en dalig metod (varfor?), sa i stiillet utvecklar man

1+

fa) =t

=In(l+2z) — In(l — z), |z <1,

och viiljer sedan z lampligt. Approximera In2 med ett fel vars belopp &r hogst 1072,

Differentialekvationer
Betrakta (den homogena) differentialekvationen
(%) y +2zy = 0.
(a) Rita riktningsfiltet (i punkterna (x,y) = (m,n), diar m,n € {0,+1, £2}, riicker) och

fundera 6ver hur 16sningskurvorna kan tédnkas se ut.

(b) Bestdm en integrerande faktor och sedan alla losningar till (x). Rita denna kurvskara
(d.v.s. rita ett antal representativa 16sningskurvor).

(c) Bestdm den losningskurva som gar genom punkten (1,1).

Bestam alla 16sningar till de linjéra differentialekvationerna
(a) o =3y +2? (b) o + 22y = 2 () o + 322y = 2
(d) (1+ 22y + 20y =22 (e) 2y + 2y =sinz, >0 (f) 22y’ —y =32% 2> 0.

Bestim alla 16sningar till differentialekvationen 2xy’ —y = 327, 2 > 0 (uppgift P 9.2f) sidana
att  (a)y(1)=0 (b)y'(4)=0 (c)ylx)=y),z2>0 (d)ylx)<y),z>0.

Betrakta differentialekvationen vy’ = 2y pa intervallet x > 0.
x

(a) Bestdm en integrerande faktor och sedan alla losningar till differentialekvationen i det
angivna intervallet. Rita 16sningssskaran.

(b) Bestdm den losningskurva som gar genom punkten (2, —3).

Bestém alla funktioner y(z) sadana att (x + 1)y’ —y = Inx, x > 0. Uppfyller ndgon av dessa
villkoret 3/ () — 1 d&a  — oo?

Bestém alla losningar till differentialekvationen (z* + x)y/(z) — y(z) = Inz, = > 0.

Bestam alla 16sningar till differentialekvationen (2* + z)y’ —y = x*cosz, x > 0. Finns

nagon lésning som dessutom uppfyller villkoret att 3 /x> har éindligt gréansvirde da z — 047
Bestédm i sa fall &ven denna 16sning och tillhérande grinsvérde.
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P 9.8 Bestam den 16sning till differentialekvationen

/ Yy xz
+ == , x>0,
vy 1+ 22

som har ett dndligt gransvérde (vilket?) da x — 0.

P 9.9 Los differentialekvationen

y' — (tanx)y = cos® z, lz| < /2.

Ange ocksa den 16sning som dr udda, d.v.s. for vilken y(—z) = —y(x), |z| < 7/2.
P9.10 (a) Bestidm den 16sning till differentialekvationen

2y %4
. >0,
4 x 22422 +5 v

for vilken lim y(z)/z* = 0.
r—r00
(b) Lat y vara lsningen i (a). Visa att y(x) < 0 for alla 2 > 0.
P9.11 (a) En kropp med temperaturen 7(0) = 60 grader placeras i ett rum med konstant tem-
peratur Tp = 20 grader. Efter 20 minuter &r kroppens temperatur 7'(20) = 40 grader.
Bestam kroppens temperatur efter ytterligare 20 minuter. Vad hinder da t — oco? Mate-

matisk modell: Avsvalningshastigheten antas vara proportionell mot skillnaden mellan
kroppens och omgivningens temperatur.

(b) En allmén situation: Lat begynnelsetemperaturen 7°(0), den konstanta rumstempera-
turen Ty < T'(0) och kroppens temperatur T'(¢1) vid tiden ¢t = ¢; > 0 vara givna, dér
To < Ty < T(0). Bestdm da temperaturen T'(¢t) for 0 < ¢ < oo.

P 9.12 Bestém alla kontinuerligt deriverbara kurvor genom origo sadana att normalen i en godtyck-
lig punkt (a,b) pa kurvan skér y-axeln i punkten (0,b + 2).

P 9.13 Betrakta differentialekvationen
Y +g(x)y = h(x),

dir g och h #r kontinuerliga funktioner och g(a) # 0, dir a dr en given konstant. Till varje
l6sningskurva dras tangenten i losningskurvans skérningspunkt med linjen x = a. Visa att
alla dessa tangenter har en gemensam punkt, och bestdm denna.

P 9.14 Visa att y = 2Inx ir en losning till differentialekvationen z(y’ +e¥) = 2® +2, 2 > 0.

P 9.15 Bestim en 15sning till differentialekvationen 3’ + 423y? = 0 som #r sadan att
@y1)=1/2  (bByd)=1  (Jy1)=-1/15  (d)y(1)=0.

For vilka = existerar 16sningarna?

P 9.16 Bestim en 15sning till differentialekvationen 2%y’ = y* + 2y + 1 for vilken giller
@y(-1)=1  (b)y(=1)=—L

1
P 9.17 Bestim en losning till differentialekvationen 3y’ = % som uppfyller kravet
>+

(@y(=2)=1 O yl)=-1  (y1)=-2  (d)y(-1/2)=0.
Rita l6sningskurvornal

P 9.18 Differentialekvationen ' = 2y, x > 0, fran uppgift P 9.4a ar ocksa separabel. Los den med
x

separation och jamfér med din tidigare 16sning.
P 9.19 Bestim en 16sning till 3 = cos®y for vilken y(1) = 7. Rita l6singskurvan.

P 9.20 Bestéim en 16sning till differentialekvationen (1 + y') = 1 som uppfyller y(0) = In 3.
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P9.21

P9.22

P9.23

P9.24

P9.25

P9.26

P9.27

P9.28

P9.29

P9.30

P9.31

P9.32

Bestiam en 16sning till differentialekvationen 3’ = 2y + z, y(0) = 1. Rita lésningskurvan.
Bestdm en funktion y(x) som uppfyller (1 + z%)%y’ = ze?¥ och y(0) = In2.

y—y°
33—z’

Los differentialekvationen 3 = 0 <z < 1, med villkoret y(1/2) = 1/2.

Lat y(z) vara losningen till differentialekvationen

Yy =2rv3-2y—y?,  y(0)=0.

2
For vilka reella konstanter a existerar HmO y(x)74ax dndligt? Berékna ocksa gransvérdet.
r—r X
Los differentialekvationen
y _ y+l (0) = T
Jrr2 1+220 YTy

Tips: Bestdm konstanten omedelbart nidr den dyker upp, och jamfor gdrna med vad som
hénder om du i stéllet bestammer den pa slutet.

(a) Den i uppgifterna P 9.4 och P 9.18 undersikta differentialekvationen y' = 2y/z, x > 0,
har formen

/ Y
y=f (5)7
dér f dr kontinuerlig (hér dr f(t) = 2¢t). Bestdm alla losningar genom att forst losa den
differentialekvation som den nya obekanta funktionen z(z) = y(x)/x satisfierar.
Y-
y+a

(b) Los differentialekvationen y’ = y(1) = 1. Losningen far ges i implicit form.

Los differentialekvationen y' = (z+1%)?, y(0) = 1 genom att forst bestimma den differential-
ekvation som en ny obekant funktion z(x) = y(x) + x uppfyller. I vilket storsta intervall
omkring x = 0 existerar 16sningen? Vad hénder da = gar mot detta intervalls &ndpunkter?

Differentialekvationen 2zy’ — y = 3z, = > 0, i uppgift P 9.2f #r ocksa en sa kallad Euler-
ekvation (se boken) och kan 19sas genom att byta variabel: ¢ = Inx. Visa att ekvationen i

den nya variabeln blir

dy 2t
Ay
7t y = 3e”",

och 16s sedan ekvationen.

Los integralekvationerna
4

(a) y(z) =3+ /Ozy@)dt 0) v =3+ [ wOdr (@ ya) =3+ / y(t) dt.
* 2t y(t)

1+¢t2 dt.

Los integralekvationen z — y(x) = /
x

Antag att funktionen f dr kontinuerlig och att y har kontinuerlig derivata for alla reella x.
Visa att olikheten
y'(z) + f(z)y(z) <0 for alla =

ar ekvivalent med olikheten

b
y(b) < y(a) exp ( / f(t) dt) for alla a, b, b > a.

Bestdm alla deriverbara funktioner pa hela R som dér uppfyller

(@) flet+y) = fl@)+fly)  b) flz+y) = f(@)fy)
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P9.33 (a) Beteckna med y;(x) 1sningen till differentialekvationen v’ + f(z)y = g(z), y(0) = C4
och med ys(x) 16sningen till differentialekvationen y' + f(z)y = g(z), y(0) = Cs, dér f
och g dr kontinerliga funktioner definierade pa hela reella axeln. Visa att

1 () — 12(x) = (C1 — ) exp < / " dt> |

(En liten dndring av begynnelseviirdet ger alltsa pa begréinsade intervall en liten éndring
av 16sningen.)

(b) Beteckna med y;(z) 16sningen till differentialekvationen 3" +y = g1(x), y(0) = A och
med yo(x) l6sningen till differentialekvationen y' +y = g2(z), y(0) = A, dér hogerleden
g1, g2 ar kontinerliga funktioner definierade pa hela reella axeln och dr sadana att
skillnaden g = g1 — g2 ér begrénsad: |g(z)| < M < oo for alla reella . Visa olikheten

ly1(z) = ya(x)] < M1 —e™"|.
(En liten dndring av hogerledet ger alltsa pa begrinsade intervall en liten dndring av
l6sningen.)
P 9.34 Betrakta differentialekvationen
() xy = 2.
Visa foljande:

(a) Om I &r ett intervall som inte innehaller punkten 2z = 0, sa ges alla 16sningar till ()
pa I av y = Cx?, C konstant. (Jamfor med uppgift P 9.4a.)

(b) Om y(x) dr en 16sning till () pa hela R, sa dr y(0) = 0 och det finns konstanter A
och B (som inte behover vara lika) sadana att

Az?, x>0,
y@) =40, =0,
Bz? z<0.

(c) Funktionerna i (b) dr verkligen 16sningar till (x) pa R, d.v.s.: y/(x) existerar for alla
x € R och (x) ér uppfylld for alla « € R.

(d) Genom varje punkt (a,b), dir a # 0, gar oéindligt manga losningar till (x) pa hela R.
P 9.35 Betrakta differentialekvationen
(k)  zy' =uy.
Visa foljande (jamfor med uppgift P 9.34):

(a) Om 0 ¢ I sa dr y(z) 16sning till (xx) pa intervallet I precis da y = Cx, C' konstant.

(b),(c) y(z) &r 1osning till (x*) pa hela R precis da y = Cz, C konstant. (Det maste alltsa vara
samma konstant for > 0 och for < 0, varfor?)

(d) Genom varje punkt (a,b), ddr a # 0, gar precis en 16sning till (x*) pa hela R.

P 9.36 Betrakta differentialekvationen
Yy =3Vy*

Det ér trivialt att for varje @ € R dr y = 0 en 16sning som gar genom (a,0). Visa att dven

(xfal)g, r <ai,
y(.’L') = 0) ay S X S az,
(m—a2)3, T > as,

dér a1, as dr konstanter sadana att a1 < a < ag, dr 16sningar som gar genom (a, 0). Finns det
dnnu fler sadana l6sningar? Ange nagon i sa fall! (Allméinna fragor om existens och entydighet
tas upp i kursen TATA71 Ordinéra differentialekvationer och dynamiska system.)



Differentialekvationer 33

P9.37

P9.38

P9.39

P9.40

P9.41

P9.42

P9.43

P9.44

P9.45

P9.46

P9.47

P9.48

P9.49

P9.50

P9.51

P9.52

P9.53

P9.54

P9.55

Los differentialekvationen (a) " + 2y +5y=0 (b) v +2y = 0.
Bestdm speciellt de losningar som uppfyller villkoren y(0) = 1, 3/(0) = —2.

Bestédm alla 16sningar till differentialekvationerna
@)y =3y=0  (B)y +2'=0 (¥ +3"+3/+y=0 (A y"Y -y’ =0

Los differentialekvationen y(4) =y.

Bestédm den allménna 16sningen till y(5) + y(4) + y(g) + y(2) +y +y=0.

1
Visa att y = —=sinx &r en 16sning till Bessels differentialekvation, d.v.s. till

VT
y”+ly’+(1*i)y:0 >0
T 422 ’ '
Bestim den losning till differentialekvationen y” + 4y’ + 3y = 22 + 1 som uppfyller villkoret
y(0) = 0=1y'(0).
Bestédm alla 16sningar till differentialekvationen y” + 3y’ — 4y = e* + 4z — 7.

Bestdm den 16sning till differentialekvationen y” +2y'+3y = 0 som har ett lokalt extremvirde
y =11z =0 och avgor pa enklaste sitt om detta extremvirde ér ett lokalt maximum eller
minimum.

Bestdm y sa att y”(z) = 1/x for 2 > 0 och y(x) > y(1) = 0 for alla z > 0.
(Var noga med att visa att din 16sning verkligen uppfyller olikheten.)

Bestdm den 16sning till differentialekvationen 3" + 2y = sin x — cos z som uppfyller villkoret
y(0) = 1,4'(0) = 0.

Los differentialekvationen 3"’

+9y" +y +y=x+1+cosx.

Los differentialekvationen y” + y = h(x) da
(a) h(z) = 6cos2x —3sin2x (b) h(x) = cosx (¢c) h(z) =sinz
(d) h(z) =6cosx — 3sinz (e) h(z) =xzcosx (f) h(z) = coszsinx

(a) Verifiera att y = 2% Inx &r en 1osning till 3 + 2y + 2y = (222 + 42 + 2) Inz + 2z + 3.

(b) Bestiam alla 16sningar till 3 + 2y’ + 2y = (22% 4+ 42 + 2) Inx + 2z + 3.
(c) Bestim alla losningar till 3 + 2y’ + 2y = (22 + 42 + 2) In .

Ange en differentialekvation som har den allménna lésningen

(a) y = Ae®* + Be™** (b) y = Ae3® + Be ™ —cosx
y=A+2)e"+(B+Cx)e ™ (d)y= Ae™% 4 e (1 + Bcos3x + C'sin3x).

Bestéim de 16sningar till differentialekvationen y” — 2y’ — 15y = e~ 3¥ 4 1 som ér begriinsade
pa intervallet = > 0.

Betrakta differentialekvationen y” + 2y’ 4+ y = 2sinz.
(a) Bestiim den losningskurva som tangerar z-axeln i origo.

(b) Vilka 16sningar har lokalt maximum for @ = 07

Betrakta differentialekvationen vy’ + 3y’ +2y =z + e~ ".
(a) Bestdm den lésning som gar genom origo och som har horisontell tangent dér.
(b) Avgor om 15sningen i (a) har extremvérde i origo.

Los differentialekvationen y®) — 3y’ + 2y = cosh z.

Bestam alla 1osningar till differentialekvationen i uppgift P 9.54 som har strangt lokalt max-
imum da x = 0 och som uppfyller e**y(x) — 0 da  — —oo.
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P 9.56 Bestim den losningskurva till differentialekvationen vy’ 4 24" + 1 = (z + 1)e” som tangerar
z-axeln i origo och dér har andraderivatan lika med 0.

P 9.57 Har differentialekvationen y” — 4y’ 4+ 8y = ze?® sin2x nagon 16sning som har lokalt ex-
tremvérde 1 for = 07 Avgor i sa fall om detta ar ett lokalt maximum eller lokalt minimum
och om l6sningen har ett storsta eller minsta virde for —oo < z < oc.

P 9.58 Los differentialekvationen y” + 4y’ + 5y = 5 — 2e % 4+ 3¢~ 2% cos 2z.

P9.59

(a)

Betrakta differentialekvationen

(*) ¥ +alx)y +bx)y = f(x),

dér funktionerna a,b, f dr kontinuerliga. Eftersom koefficienterna inte #r konstanta
duger inte de tidigare framtagna losningsmetoderna. Foljande fungerar dock:

Antag att man har funnit en 16sning y = v(x) till den homogena ekvationen

Gen) Y Fal@)y’ +b(x)y =0
(en sadan kan man ofta finna i serieform). Gér i (x) ansatsen y = v - z, hiirled differen-
tialekvationen for den nya obekanta funktionen z och ange hur den kan 16sas.
Los differentialekvationen i uppgift P 9.41 genom att tillampa ovanstaende metod.
Visa att varje homogen linjar differentialekvation av ordning 3 med konstanta reella
koefficienter har minst en 16sning av formen y = e“*, ¢ reell.
Hur generaliseras detta till ekvationer av godtycklig ordning?

Visa att varje 16sning till den linjira differentialekvationen P, (D)(y) = 0 med konstanta
koefficienter har gransvirdet 0 da x — 400 om och endast om alla rotter till den
karakteristiska ekvationen har realdel < 0.

Hur ser villkoret pa den karakteristiska ekvationens rétter ut om ”har gransvirdet 0 da
x — +00” byts mot ”&r begrinsad da x — +00”?

P 9.61 Betrakta de tva differentialekvationerna

(1) y" + (cosz)y =0,y(0) =1, ¢'(0) =0 (2) ¥ +y=0,9(0)=1,4'(0) =0.

For sma virden pa variabeln x skiljer sig de bada differentialekvationerna endast lite fran
varandra, och man kan da férmoda att deras losningar har samma egenskap. Vilken &ar den
forsta termen i Maclaurinutvecklingen av 16sningen till (1) som skiljer sig fran motsvarande
i (den kéinda) Maclaurinutvecklingen av 16sningen till (2)? Att 16sningen till (1) har Maclau-
rinutveckling av godtycklig ordning far anvindas utan bevis.

10 Serier och generaliserade integraler

P10.1 Lat f(z)

(a)

(b)

()

(d)

1
pv it
Motivera varfor olikheterna 0< f(x)<1/yxr och 0<f(x)<1/a®

géller for alla = > 0. Skissa graferna for f(z), 1/v/ och 1/2* i samma koordinatsystem,
och markera speciellt deras inbordes ldgen da 0 < x < 1 respektive x > 1.

1 o] 00
Vilka uppskattningar av / f(z)dx, / f(z)dx och / f(z) dx foljer av olikheterna
0 1 0
0 < f(x) < 1/y/x? Vilken eller vilka av dessa uppskattningar fir anvindbara?
1 o] [e'e)
Vilka uppskattningar av / f(x)dx, / f(x)dx och / f(x) dx f6ljer av olikheterna
0 1 0
0 < f(x) <1/23? Vilken eller vilka av dessa uppskattningar ér anvindbara?

o0
Vilken bésta uppskattning av / f(z) dx far vi fran ovanstaende deluppgifter?
0
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14z
VTt ad

(a) Forvissa dig om att olikheterna 0 < 3 < vV giller da 0 < z < 1. Visa sedan att

P10.2 Lat f(x)

LET ) lj;,

0<

SN

IN

0<z<l,

1
och uppskatta / f(z) dx med hjilp av dessa olikheter.
0

(b) Forvissa dig om att olikheterna 2 > v/z > 0 giller di = > 1. Visa sedan att

<1+x< 1+

0< S < fla) <

gt x> 1,

och uppskatta / f(z) dz med hjilp av dessa olikheter.
1

(¢) Vilken instdngning A < / f(z)dx < B far vi fran (a) och (b)?
0

< d
P10.3 Visa att (a) 0 < / Y <
1

* dx 4 ? da
b < - _—— <3
1+t = ()/0 1+ =3 (C)/O 2/ + [sinz| =

3 ° dx © dx
d) - < — <1 n2 < <1 (ledning: e* > 1
()4_/1 P —— (e) In _/0 <1 (ledning: e* > 1+ x)

W =

222 +1
P10.4 Lat =
at fo) =

. Vi ska underscka / f(z)dx.
1

. 20 +1 . . > 7
(a) Lat g(z) = T Visaatt 0 < f(z) < g(x) da x > 1 och att g(x)dx = 3
x 1

oo

(b) Kan vi med hjilp av (a) avgora om / f(x) dz dr konvergent eller divergent? Kan vi
1
siga nagot om integralens viarde?

1 oo
(c) Lat nu g(z) = —. Visa att f(z) > g(z) >0 da z > 1 och att / g(x)dx =1.
x 1

(d) Kan vi med hjilp av (c) avgora om / f(z) dx &r konvergent eller divergent? Kan vi
1

siga nagot om integralens viarde?

1 oo
(e) Lat g(z) = — igen. Visa att att f@) — 2da z — oo, att / g(x)dx =1, och att
1

N S g(x)
/ f(z)dx och / g(z) dx &r generaliserade endast i oo.
1 1

(f) Kan vi med hjilp av (e) avgora om / f(z) dx &r konvergent eller divergent? Kan vi
1

siga nagot om integralens viarde?
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1
P10.5 Lat f(x) = . Vi ska undersbka/ f(z)dx.
0

T +sinx
1 1

(a) Lat g(z) = —. Visa att 0 < f(z) < g(z) dd 0 <z <1 och att / g(x) dz &r divergent.
x 0

1
(b) Kan vi med hjilp av (a) avgora om / f(z) dx &r konvergent eller divergent? Kan vi
0

siga nagot om integralens viarde?

1 1
¢) Lat nu g(x) = —. Visa att f(x) > g(zx) > 0da 0 < x < 1 och att g(x)dx ar

2

T 0

divergent. (Som bekant dr 0 <sinaz < da 0 <z <7.)

1
(d) Kan vi med hjilp av (c) avgora om / f(z) dz #r konvergent eller divergent? Kan vi
0

siga nagot om integralens viarde?

1 1 !
(e) Lat g(x) = — igen. Visa att f@) — —dax— 07, att / g(x) dz &r divergent, och att
0

x gla) 2
1 1
/ f(z)dx och / g(x) dz dr generaliserade endast i 0.
0 0
1
(f) Kan vi med hjilp av (e) avgéra om [ f(z)dz &r konvergent eller divergent? Kan vi

sidga nagot om integralens virde?

dx for alla b > 7, och visa sedan med hjélp av detta

b cosa sinb bsing
dr = 5
b x T

P 10.6 Visa att /

T
oo

samband att /

™

dx ar konvergent.
x

oo oo oo
P 10.7 Om serierna Z ap och Z b, bada dr konvergenta, sa dr som bekant dven serien Z(ak +bi)

k=1 k=1 k=1
oo

konvergent, men vad kan sédgas om konvergensen hos Z(ak + bi) om
k=1

oo (oo}
(a) Z ay dr konvergent men Z by dr divergent?
k=1 k=1

(b) Z ay och Z b, bada dr divergenta?
k=1 k=1

P 10.8 Vi ska undersdka den positiva serien Z(\/k: +1-— \/E)
k=2

(a) Berdkna delsummorna s, n > 2, och visa med hjilp av dem att serien &r divergent.

(b) Klarar Divergenstestet att visa att serien ér divergent?

2k

P 10.9 Betrakta den positiva serien s = ag + a1 + as + as + ..., dir a; = m

a) Genom att anviinda att 5° > 0, visa att s < 5/4.

(c) Visa pa enklast mojliga sitt att s > 5/8.

2 4 1
(d) Visa att felet i approximationen s ~ ag + a1 + as = = + — + —— &r hogst —

(a)

(b) Vilken vre grins fér s far man om man i stéllet anvinder att 10 > 5% da k > 07
)
) 2 15 125 100°
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b n
d 1
P10.10 (a) Berdkna /1 5624_7:62:6 for b >1 och Eﬁ k27 forn = 1, 2, 3, e

+ 2k
(b) Anvind (a) for att rikna ut /1 z2 n 2z Z k2 . Notera att de blir olika!
(¢) Hlustrera med areor i en figur varfér det édr uppenbart att Z ! > / T dr
& P k? + 2k 2+ 2z’
(d) Rita en ny figur som illustrerar olikheten Z ! / T
v s k2 42k — 2+ 22"

1 < d ..
(e) Rita en figur som illustrerar olikheten Z ok < / mix% Ar den anviindbar?

k

€z "
m och sétt ap = f(k) =

(a) Rita kurvan y = f(z) for > 0. Notera speciellt var f dr avtagande

(b) For vilket minsta heltal n > 1 kan man i en figur se att Z ap > / flx)dx ?
k=n

(c) For vilket minsta heltal m > 1 kan man i en figur se att Z ap < / fz)dx ?

k=m
(Samma n som i (b).)
(d) Anvind (b) och (c) for att finna tal A; och A sadana att Ay < Z ap < As.
k=1

oo
Ink
P 10.12 Studera serien Zak =az+as+as+ ..., dir ap = (fl)k -

s vk

oo
(a) Visa att Z ay, inte dr absolutkonvergent, d.v.s. att Z |ak| &r divergent.

k=3 k=3
o0
(b) Bestam ett heltal n > 3 sadant att Z ay &r en Leibnizserie, och motivera sedan att
k=n

S 1
Z ay, dr konvergent. Ledning: Studera f(z) = =2
k=3 NS

for > 3, sa att |ag| = f(k).

sinx

dx inte &r absolutkonvergent genom att forst visa att

/(n+1)7r

(Den ir dock konvergent, och man kan med komplex analys visa att virdet éir 7/2.)

P 10.13 Visa att /
0

sin x

2
de>—= '  p=0,1,2,...
(n+ 1)m

xT

P10.14 (a) Los differentialekvationen 3" = y med bivillkoren y(0) = 1, 3/(0) = 0, pd samma sitt
som i uppgift P 9.37 (inte med potensserier). Hur manga funktioner loser detta problem?

2 4 6 0 2n

(b) Verifiera att potensserien y =1+ % + ‘T_ + a + . ;) én)'

gensradie och 16ser problemet i (a). Anvand detta for att berékna potensseriens summa.

har odndlig konver-

4n o0

(c) Berikna pa liknande sétt Z Z

3n



38

Problem



Svar

Reella och komplexa tal

P1.1 (a)a’+a—-b—1 (b)4z® —Tx+6
3 96

P1.2 — ktive —
2% respektive B

2x

2
P1.3 (a) Mgn= 420, summa= — (b) Mgn= (2* + 1)(z + 1)(x — 1), summa = GID@EED

15
P1.4 0
P1.5 a® — 4ab + 6ac + 4b> — 12bc + 9¢2

P1.6 (a) z(z —1)(z+1) (b) 3zy’(x — 2y%)(z + 2y°) (2 + 4y*)

2
5 3 3 5
P1.8 (a) (ac + 5) + T minsta viarde = 1 antas for z = —5 Storsta virde saknas.

15 3\? 15 3
(b) 5 2 (z - 5) , storsta virde = 5 antas for © = > Minsta viirde saknas.

P1.9 a=2,b=1/2: alla x # 1/2 dr 16sningar; a =2, b#1/2: 16sning saknas;
a#0,a#2, b= 1/a: 16sning saknas; a#0,a#2,b#1/a:x=(1-2b)/(a—2);
a=0,beRz=0b-1/2.

P1.10 (a)z=—-1 (b)x=0,z=1

1
P1.11 2= a+3 om a # 3 och a # 1, ingen 16sning om a = 3 eller a = 1
o —
P1.12 x = —14
4
1
P1.13 a < %

P1.14 (a) z=a,z=0
(b) x =a/b, x =b/a om a # 0 och b # 0;
r=0o0om a0 ochb=0ellera=0ochb+#0;
alla reella tal r oma =5b=10
P1.15 16
3 5
P1.16 (a) Ja, pa 1injeny:—§+§ (b) Nej

P 1.17 En cirkel med medelpunkt (2,0) och radie 2

b Va2 +1v? —4
P 1.18 Medelpunkt (_37_5)’ radie %, om a®+b*> —4¢>0.

b
Punkten (—g, —5), om a?+b* —4¢ =0, ingenting om a®+b* —4c < 0.
P1.19 (a) x=—-1 (b)x=0o0chz= -2 (c) Losning saknas

P1.20 (a) x =1 (b) ingen losning (¢) x =—1, 2 =3

39
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P1.21 (a) Ingen reell 16sning (b) z = —-3+65

P1.22 1<x<2

2 —3x+5 —2x + 10
P1.23 1— —— b) 23 2 1 _— d) 2?2 -2 3+ ——-——
7 5—3x
P1.24 24 4p—5— —— — _
(a) 2 +4x -5 3 (b) 5+x2—3x+1

P1.25 (a) 0 (b) 2190 267 232 1910 L1 (¢)1 -2
P1.26 (a) (z —7)(z+9)  (b) (z —1)(z —3)?
P1.27 (a) Ja (b) Nej

1+ V17
P1.28 (a)z=1,2 =22 =-3 (b)sz,sz
()z=2,z=32=-5 (dz=-1,z=2z=-1+V6
P1.30 a1 +as + a3 = —a, ajas +ajas+ asaz =b, ajasaz = —c
1+1v3 3
P1.31 (a) 2 = 4, 2 = i3 (b) z =2
2 4
P1.32 :I:l 3 2 3 2
Bar=y=4—; r1=——,y=———; T=—r, Y= ——
TR 37 Vi NVERERVT:
P1.33 (a) x<3/2 (b)x <4 (¢c)x>1ellerz<—1
(d) —V3<z<V3 (e)z>Viellerz<—v5 (fJ1<z<3

P 1.34 Minsta vardet ar 72 for x = g

P1.35 (a) Likhet da z =1 (b) Likhet da x =y
P 1.36 Storsta virdet dr 25 da bada talen ér 5 (kvadratkomplettering)
P1.37 (a) tex. 1 +(z —1)* = 2% — 22 +2 (b) tex. 3 — (z +2)? = —2® —4x — 1

P1.38 #5 (b)yzx>3/2,0<zx<lellerz<—-2 (c)x>2ellerz<0
>9

ellerz =—-1 (e)xz <4 (f)za>Tellerxz<0

P1.39 (a) x < —2eller —1/2< 2z <1 (b) -3<a<—leller—1/2<a2<7
(c)z<—4, —2<z<-lellerz>2 (d) -1/3<z<1/2ellerl<z<?2

P1.40 (a)a=2,b= (b)a=1,b=2 (c)a=b=1 (d) Inga vérden pa a,b duger
P1.41 (a) T.ex. w = 10. (Alla w > 10 duger ocksa.)
(b) T.ex. w = 1/y/e. (Alla w > 1/4/€ duger ocksa.)

P1.42 0<z<1/V8
1 81 81
— g @)=

P1.44 (a)x =-50ochax=1/3 (b)x=4 (c)z=-3ochxz=5/2

P1.43 (a)1 (b) 17 (c)

P145 (a)z=—-1,2=-7/3 (b)oz=-22=0,z=1+V3

P1.46 (a) 2<az<4medz#1 (b)  <1med z # —1
() V2<z<V6eller V6<z<—V2 (d)z<—Tlellerz>1

P1.47 Ledning: [z —a| <d <= a—d <z < a+d. Rita en tallinje for att se detta.

P148 (a) (jo/ <1 <= 22 <1)  (b) (jo[ <1 = |2°] <a?)
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P1.49

P1.50
P1.51

P1.52

P1.53
P1.54

P1.55

P1.56

P1.58
P1.59

P1.60

P1.61

P1.62

P1.64

P1.65
P1.66

P1.67
P1.68
P1.70

P1.71 ¢

P1.72

41

(a)z=—-2+V7,2=—1,2=—-3
(b) Ingen lsning om a >0, allaz>0oma=0, x=—a/2oma<0

¢ = 2 ger losningarna —1/2,0 och 1.
(a)2-22+3-22+4.2' +5.25=256  (b)14+1+1+---+1+1=Fk (ktermer)

7 49 n
1
3 2
(a) T.ex. ,;_1 k (b) T.ex. ,;_3 5% 1 (c) Tiex. s = ,;_Ok , n=0,1,2,....

Ledning: Skriv ut termerna i summorna.

Aritmetiska summor, bestdm forsta och sista termen och antalet termer.

-1 — 1)(3 3 2
o) o DO )
4 2
Geometriska summor, bestdm forsta termen, kvoten och antalet termer.
1 4(2%9 +1)
3—— b) ——
@3-5 () ~—
Sl oare (BT g
" T 11—1
Forsta term 32/3, kvot 1/2 eller forsta term 32, kvot —1/2
(a)4-6-8-...-(2n)  (b)20.271.272.  .27100 = 90=1=2==100 _ 9=5050
2 3 n+1
19
[T
k=2
4 4 4 5 5 5 5
=4 = =4 = =1 =1 =
()= G)=e ()= ()= ()0 ()= (D)=
2
-1
(a) 210 (b) 715 (c) %

(a) a® + 5a*b + 10a°b* + 10a*b® + 5ab* + b°
(b) 162 — 9623y + 2162%y* — 2162y> + 81y*

12 1
(c) 642'? — 1922° + 24025 — 1602° + 60 — — + —
X X

Endast for z = —3
(a) 2+ 6i (b) 4 —2: (¢) 3—12¢ (d) —1 (e) 2

(f) =1 —4i (g) —11+10i (h) VI3 (i) 51

|22 =122 =13, 22 = =5 4+ 12i
3/25 resp —4/25

Ledning: Studera |zw|?.

¥ = 1, il = —1, iT? = -1, i3 = 7, .,
iR =, T ERED — k) — RS — g =0, 1,2,
141 i -1+
-1_ . -2 -3 : —1 -2 -3
- -1 S b - - -
(a) z i, =z , 2 i (b) z 5 2 5 Z 1
a—ib 5 a?—=b*—2iab 5 a®—3ab®+i(b® — 3a?b)

1 _ — _
(C)Z _a2+b2’ < (a2+b2)2 2 (a2+b2)3
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P1.73 (a)z=4+4+4i (b) *171 (¢c)z=2—4 (d) S (e) L
. z = i z= - z = i =13 13t Z=q
P1.74 z ligger lingst fran origo
2 1
P1.75 — b) —
@ O
Va2 L b2 VaZ 12 —
P1.77 = + %7 y==+ %7

dar x och y har samma tecken om b > 0, motsatta tecken om b < 0
P1.78 z15 = +(3 —29)
P1.79 (a) z1 =144,20=-241i (b)z1=4,20=1+2
P1.80 2% 4+ (20— a*)z +b* =0
P1.81 p(z) = (22 + 1)(5z + 3)

P1.82 21,2 = 2 il, 23,4 = —1+2:

3+i\/ﬁ> <Z+3¢\/ﬁ

P1.83 p(z) = (z —1)3 (Z + 5 5

) =(z—1*(*+32+6)

P1.84 ap=5,a1=—-4,ao=11,a3=—-8,a4 =7, a5 = —4

P1.85 210 =4iV3, 23 =1/2, 24 = —6

P1.86 210 =120, 234 = +iV7

P1.87 (a) z1034=42+i (b) zx = V2expi(dn/12 + 2kn/3), k=0,1,2
P1.88 21 =0, 253 = +(1 +i)V3, 245 = (1 +1)/V3

P1.89 a = 2, nollstédllen +i, —1 + ¢

P1.90 2% —32% + 4 (eller en rationell multipel dirav)

P1.91 a =1, rotter 0, 1 —4, —1 — 14, —23; a = —4, rotter 1, +1 — 21

Funktioner

P2.1 (a)Ja, g 'x)=f"Yr+2),rcR (b) Ja, g_l(x):f_l(é—l),x;«éOiR

(
(c) Nej, g ér inte injektiv, ty g(—z) = g(z)
(d) Nej, g ér inte injektiv, ty g(z1) = g(22) om f(z1) = —f(x2)

P22 (a)0 (b)1  (¢)-1 (d)2
P2.3 f(y) =In(l —y?), Dy =]-00,0] = Vy-1, D1 =[0,1[=V}

_ _ y forl<y<d4
P2.4 Yy)=—yy, 1<y<9 b) fHy) = vy
(@) [T (y) =y, 1<y< (b) [ (y) {_\@ for 9 < y < 16
P25 c=1,aceR,b€ERMedab#1 eller ¢c=-1,a=b=0

7172x2
a2 —1

P2.7 (a)ln16=1n2*=4In2  (b)In18 (c)Inl1=0

P2.6 Dy =]-o00,—2[U[-1,00[, f'(z)

P28 n2+In3+n4+In5<2nll <3nb<In7+2n6—-1n2<7In2

Svar
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P29 (a)lnz ' = —Inz (b) an
P2.10 (Se palnze —Inxy)
P2.11 (a) Hur forskjuts In-funktionens graf? (b) Forenkla, y = —Inx
P2.12 (a) Dy = ]—00,~1[U]2,+00[, V;=R  (b) Dj = [27\/5, 243

P2.13 (a) Dy =]3, 00|

1—2x
3—x

(b) Omskrivningen 4/In ( ) = /In(1 — z) — In(3 — z) #r felaktig, men omskrivningen

— X

1—
In (3 x) = /In(z — 1) — In(z — 3) &r korrekt. Varfor?

P2.14 (a) tex.z=y=1 (b) y= for x> 1

rz—1
paas 410 (pzo3boe g 30t
2 8 8

P2.16 (a) e"e¥ =4 (b) e®e® =2 (c) 16

P2.17 z = (3 —In(e® - 1))

N =

P2.19 (a)e* (b)) e (¢)22/3 (A vVai-1l,z>1 (e)2(Vor+1+Vz—1)
P2.20 Dy =[0,In2, f'(t)=Wn(2t> +1) —In(¢* + 1)

P2.24 (a) ? (b) 4
P2.25 (a) x = :l:i (b) x = 3 (c) Ingen reell 16snin
P2.26 Dy =R, f\(a) = In —2%

z—1

oeY —1 e¥ —2
1 —10) 1 —10N
P2.27 (1) Dy =]-1,5/2, /') = 7 (b) Dy =]=o0, 1, /) = S
1 3 21
P2.28 (a) /() =In s\ ¢ (b) Invers saknas ty g(0) = g(In2) =5 (t.ex.)
P2.29 10
P2.30 (a) Dy = [0,2] (b) Dy =]—00,0]
P2.31 (a) Ja, fl(z)=(e"—1)Y¢ z>0.
(b) Nej, f dr inte injektiv, ty t.ex. &r f(1/4) = f(3/4).

P2.32 (a) 2%tY  (b) 3%
P 2.33 (y > 2log 1000 < 1000 < ?)
P2.34 (a) f~'(2) =In(2+ Vz +4), (b) Dy =Vp=[-4,+00], V-1 =Dj=[In2,+o0|

~ V9+4e—3 (b) o In3+mn2  In(6)
B 2

P2.35 = =
(a) @ 2In3—3mn2  In(9/8)

P2.36 (a) 0<z<e lellerz>1 (b) x>0 med z # 1
P2.37 =1/6
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P2.40

P2.41

P2.42

P2.43

P2.44

P2.45

P2.46

P2.47

P2.48

P2.50

P2.51

P2.52

P2.53

P2.54
P2.55

P2.56

P2.57

P2.58

P2.59

P2.60

P2.61

P2.62

Svar
3 1 1
@ e (1) ®) © T @
, 3 1
(e) 3z (f) —In(1+2%) (g) exp (HTQ.Z') (h) ATy
0) s 05 01 ) ~In(1 + )
(a) T.ex. f(x) = e* och g(z) = —2?
(b) T.ex. f(z) =1In(1 + ), g(x) = 2 och h(x) = cosx
(a) Ja  (b) Nej, motexempel f(x) =g(x) =2 (c) Ja (d) Ja, nej respektive nej
V3 1 1 V3 1 V3
(a) = resp o (b) —5 Tesp ——- (c) 5 Tesp ——
1 1 V3 1
(d)0 resp —1 (e) A resp 7z () = resp—5
1 1 V3 V3
(a) 7 b) =5 (5 -
(="
T om s
(a)v:€+27m, v:E+27rn (b)v:ZJrﬁn (c)veR
(a)v:—g—l—%m (b)vz%—l—%‘n
() 2VBEVE o 2VB VB
* 6 6
(a) tan0:c0t§ =0, tanz :cotz =1
m s 1 m m
(b) tang :cotg = 7 tang :cotg =3
1 . . 1
(a) i resp —V/3 (b) Bada —1 (¢) Odefinierat resp 0 (d) 7 resp V'3
u=wv+mn (n heltal) (bade (a) och (b))
(a)v:%Jrﬂn (b)’UZ*%#’T(TL (C)’UZ*%#*WTL (d) v £+7TTL (n heltal)

—18

Diskutera dina figurer med lararen

V13
n s
u+v=—
4
T
.Z‘=§+27TTL, T =m+42mn
(b) si t 2 <z<
sing = ——,tanr = ——, 1< <7
1+t2’ 1—1¢2’

utv= % +7n  (n heltal)

Alla vinklar &r g (liksidig triangel)

1
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P2.63 Tex. z; =1e0, 2, =13¢€'™, 23 =

P2.64 (a) T.ex. 46" .
2 2
(d)T:22/5ochv:—7r+n~ T

15 )

P2.65

(b) 19’V = 465 .

(a) 2 = \’3/561'271'/97 29 = \3/561'871'/9, 23

161'7r/27 2= \/§ei37r/4, 25
27

_ 26127\'/37 %6

(¢)r® =4 och5v ="~ 4n-2r,n € Z.

w

_ \13/561'14#/9

(b) 2z = V2expi(n/36 + 2kn/3), k = 0,1,2

2 .
P2.66 x = :I:?ﬂ- + 27n, n heltal. (e”

1 .
=—-=x1

V3

2 2

)

—_ 361'471'/5.

Ledning for forsta delen: Studera real- och imaginérdel till den komplexa ekvationen.

P2.67 Rew =e* sinz, Imw =e** cosz
P268 A=C,+C5, B= ’L(Cl — Cg)
P2.70 1+i=+2e™* = (144" =2"2¢

/4 som kan skrivas som

22 dan =8k; 2V*(14i)/vV2=2""D/2(1 +4i) dan=8k+1;

2% dan =8k +2; 2"2(=1+1)/
—2"/2dan=8k+4; 27%(-1—1)
—2"/% dan=8k+6; 2731 —1i)/

k=0,1,2,....
P2.71 a — 1+217 b— 2+14z,
) 25
- 2 2 14
Re (ax +b)el+9e = e””((% + %) cosT — (E:c + %) sinx) ,
: 2 14 2
Im (az +b) e +)e = em((% + 2—5) cosx + (% + 2—5) sinx)
. T .1
P2.72 (a) arcsin0 = 0, arccos0 = — (b) arcsin — = —, arccos = =
2 2 6 2
(c) arcsin R I arccos —Q _om
- 2 )] 4
. 3 T V3 51
(d) arcsin | ——— | = — =, arccos | —— | = —
2 3 6
(e) arcsin(—1) = 7%’ arccos(—1) =7 (f) ej definierat
i 7r 7r
P2.73 b) = —— d) ——
@0 T ©-T @

P2.74 7+ arctan2
P2.75 (a) ——

7
P2.76 2Rsin«

P2.77 (a) injektiv = €j jamn

¢

d

e

(f) monoton &r forenlig med alla!
g) stringt monoton = ej jaAmn
h

V2 =20D/2(21 4 4) dd n = 8k + 3;
JV2 =2=D/2(_1 —4) da n = 8k + 5;
V2 =20=D/2(1 — i) dan =8k + T;

vixande = ej stringt avtagande

stringt vixande = ej avtagande, ej stringt avtagande, ej jamn
avtagande = ej stringt vixande

stringt avtagande = ej vixande, ej strangt vixande, ej jAmn

)
) uppat begrinsad ir férenlig med allal

3

45

T oneZ () z=i+225 (54 %) 1 20,1,2,3,4 (tex.)
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P2.78

P2.79

P2.80

P2.81

P2.82

P2.83

P2.84

P2.85

P 2.86

P2.87

P2.88

P2.89

(a) sinv—1 cosv—ﬁ tanv—ﬁ
-3 3 4
) )
(b) sinv:£ Ccosv = = tanv:£
3 2
() sinv=— L fanv=2
c) sinv=-—%= cosv=—= tanv=
V5 V5
1 8 2
(d) sinv:—g cosvz% tanv:—%
. V5 2 V5
(e) sinv=-— cosv=—= tanv=——
3 3 2
() s 2 Loy 2
sinv =——= cosv=—= tanv=—
V5 V5
3+4/8
6
(a) _L (b) ~ T 4 nr, n heltal (c)Tex.0<a+pg<nm (d) om
7 G : X. G
a) t.ex. +13i, 1 +1 , —V3+1 o + 2nm, n heltal
V27 +13i, 1 +iV48, —V/3 b 56
)
(€) tex. 0<a+p < (d)g
(a) 7 (b) m+ arctan(3/5)
fz) = \/ In (g + arctanz)
—(m+2z), zel[-m-—n/2],
flx) = (2)’30 i 2 {87;//22’]0]’ Funktionen ¢ &r periodisk med perioden 27.
T, x € [n/2,7].
(b) z = ~/3/4
. . . tanx + tany
- b) ¢ _ anrrrany
(a) sin(x + y) =sinzcosy + coszsiny  (b) tan(z + y) T tanztany
1.1
ta'nhil(x) = 5 In J—ia Diann = ‘/tanh*1 =R, Viann = Dtanh*1 :]_L 1[

tanhfl(v) = tanhfl(vl) + tanhfl(vg)

) ()3, /> In, exp, arccos, arcsin, arctan  &r injektiva
) )3, \/' ,In, exp, arcsin, arctan  dr stréngt vixande
) arccos  ir stringt avtagande

) cos, sin, arccos, arcsin, arctan  dr begrinsade
)2,\/',| |, exp,arccos dr >0

)2, ()3, | |, exp, cos, sin, arctan  har definitionsmiingd = R
)3, In,tan  har virdemingd = R

)%, | |,cos  &r jimna

)°, sin, tan, arcsin, arctan  dr udda

Svar

P 2.90 Funktionerna i {( )3, /10, exp, arccos, arcsin, arctan} ér alla injektiva, sa for dem giller

fx)=fly) e z=y.
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For ovriga giiller (n star for ett godtyckligt heltal):

2=y & =4y

[z =yl & ===y
cosx =cosy <& x==xy+2mn
sine =siny <& xz=y+2mnellerz=7—y+27n
tanr =tany < x=y-+7mn

Gransvarde och kontinuitet

P3.1 (a) Bara <.
(b) Nej. Sétt in ett negativt z.

(¢) Om vi har positiva storheter kan vi ta olikheten z < 1/1000 och dela bigge sidor
med z (som dr positivt) samt multiplicera bégge sidor med 1000 och fortfarande ha en
ekvivalent utsaga. Da star det 1000 < 1/z.

P 3.2 Overtygelsen bor bygga pa att |v — 4| < 9 <= —9 < 2 —4 < 9. Héir kan man sedan addera 4
till alla led. (Observera att olikheten |z — 4| > 9 inte kan uttryckas riktigt lika smidigt pa ett
motsvarande sitt.)

P 3.3 Begreppet " vixer snabbare #in” ma vara intuitivt men kan ofta (som hiir?) leda till felaktiga
slutsatser. Svaret &r "nej” eftersom In(x?) = 2Ina for positiva z. Sensmoral: Resonemang
baserade pa ”vixer snabbare dn”kan aldrig bevisa nagot men kan ibland anviindas for att
leda in tankarna pa rétt spar.

P 3.4 Graf, se boken. lim f(z) =

0 (b)3/2
a) —3/5 (b) =5/7 (c) —1/2

P3.13 (¢c) nej (d) ja

P 3.15 Grénsvirdet ar 1

P3.16 (a) 0 (b)1

P3.17 e ¥ lnx — —oo respektive 0

P3.18 (a)2 (b)5/4 (c)3/7 (d) 0 (anvéind Sats 3.1)
P3.19 (a) —1/3 (b) 1/2

P3.20 (a)e (b)e

P 3.21 Ja, genom f(0) =0

P3.22 A=1och B=1/2

P3.23 (a)1 (b) -1 (¢c) —7w/4

P3.24 1/2
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Derivator
P 4.1 Man kan titta pa manga sitt. Titta till exempel pa en omgivning av x = 0, varfor inte

P4.2

P4.4

P4.5

P 4.8

P4.9

intervallet —1 < z < 1. Dér &r sinz viixande. A andra sidan #ir cosz positiv pa samma
intervall, sa om valet for derivatan av sin z star mellan 4 cos z sa dr 4 cos z det enda rimliga.

(Titta i liroboken, kapitel 2.)
(a) Det betyder att z,y € Dy och x < y medfor att f(z) < f(y).
(b) Det betyder att z,y € Dy och < y medfor att f(z) < f(y).

(¢) Om z,y € Dy och x < y sa ska det gilla bade att f(z) < f(y) och att f(x) > f(y)
vilket innebér att f(z) = f(y). Funktionen f maste alltsa vara konstant, till exempel
f(z) =7 for alla z € Dy.

(d) Ja, men endast om D bestar av hogst en punkt. Definitionen kriver ndmligen att om
z,y € Dy och z < y sa ska det gilla bade att f(z) < f(y) och att f(x) > f(y) och
det ser svart ut att uppfylla. Slutsatsen &r att om det finns z,y € Dy med x < y sa &r
f inte bade strdngt vixande och strangt avtagande. Tva sadana x,y finns sa fort Dy
innehaller minst tva punkter. Vad géller om Dy innehaller hégst en punkt? Da blir
kravet uppfyllt eftersom det faktiskt &r sant att om x,y € Dy och < y (och det kan
alltsa inte intréffa) sa géller att f(x) < f(y) och f(x) > f(y). Det hénder ju aldrig,
sa vi bryter aldrig mot kravet.

(a) Lat till exempel Dy =]—00,0[ U ]0, oo], alltsa alla reella  utom = = 0. Sétt sedan till
exempel f(z) = —5om x <0 och f(z) =3 om z > 0.

(b) Dérfor att om Dy &r ett intervall och f/(z) = 0 sd maste f enligt kind sats vara
konstant.

(c¢) Exempel: f(z) = 1/x som har samma D som i (a). Denna funktion &r inte avtagande,
till exempel dr f(—1) < f(1). Rita grafen!

(d) Dérfor att om Dy &r ett intervall och f'(z) < 0 sa maste f vara avtagande enligt kind
sats.

(e) Ja. Standardexemplet ér f(x) = 2 som verkligen &r stringt vixande pa R (kontrollera

med definitionen!), trots att f/(0) = 0.

Det ér orimligt. Vi ser att Dy = R. Lat séiga att derivatan har nollstéllen a och b. Tydligen
ar f'(x) < 0 pa intervallet ]b, oo[. Men det gar inte ihop med observationen att f(z) — oo
da x — oo.

Lat ¢t vara tiden Linnea kort (hon startar alltsa vid ¢ = 0) och 1at f(¢) beteckna striickan
hon kort vid tiden t. Medelvirdessatsen for derivator sdger, med beteckningar fran boken,

N (U (O

sa f(0) = 0) och b=1h (tiden nér Linnea har kort en timme, da ér dessutom f(b) = 100 km)

100 k
sa maste det tydligen finnas ett gonblick ¢ under denna timme déir f/(¢) = 1 hm = 100

km/h. Eftersom f’ fir just hastigheten, kan den alltsd inte alltid ligga under 98 km/h. En
allméin slutsats dr att man under en resa minst en gang haller sin medelhastighet. I alla fall
om man kor deriverbart.

for minst ett £ €]a, b[. Om vi nu sétter @ = 0 (¢ nér Linnea startar,

(a) 5z 4+ 62 (b) —3sin3z  (c) 7% (d) *ﬁ (e) sin 2x + 2 cos 2z
Ay L 1 C30?2)(p — 230 (o) 1

(a) ?\/E RN (b) 11(1 — 327)( )7 () (21—952)2 (d) x2

(e) - (f) 2elnz 4+« (g) Fe_Q/m (h) 1+xx2



P10 (a) - ,2362
(c) x(1 —1|—x2)
(©) 1+ )
(g) —e (cosx + sinz) = v/2e~ % sin(z — 37/4)
() sirllz
-

P4.11 (a) T.ex. |z — 2| (b) Finns ingen

P4.12 (a)1/5 (b) —(4/3)cosl

3 1 2 8
P4.13 y= ; + 3 respektive y = —?x + 3

P 4.14 20007 m?/h

P4.15 f1(0) =3, fL(0) =1; f'(0) existerar ]
P4.16 (a)ja (b) nej
P4.17 A=1o0och B=-1/2
P4.19 (Df Y (2)=1/2

s

P4.20 ———
54 sin” 27°

~ 2,0 cm/min

P4.21 f'(z) =2xln|z|+2—1omz #0, f'(0) =

P4.22 (a) Dy ={x e R; 2 # 1} =]— 00, 1[U] 1, 00].

(b) f(z) = —4(@t3)(@-3)

(x—1)?

(c)
z -1/2 1 5/2
—4 _ — — —
r+1/2| - 0 + + +
r—5/2 | — - - 0 +
(z—1)%] + + 0 4+ +
fil@y | = 0 + & + 0 -
fl@) [N ko g ke N

49

—1 f"(z) =2In|z| 4+ 3 om z # 0, f(0) finns ej

(d) f(—=1/2) = 8, f(5/2) = —16, f(x) = —o0, x — 17, f(x) = 00, z — 17, f(z) —

—00, & — 00 och f(x) = 00, © — —o0.
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()
y
8
1 5 *
2 2
—16
(f) Svar: For graf, se ovan. f har ett lokalt minimum i z = —1/2 med det lokala minimivirdet
f(=1/2) = 8 och ett lokalt maximum i z = 5/2 med det lokala maximivérdet f(5/2) = —16.
) Vi={yeR; y<—16eller y > 8} =]—00,—16] U [8, 0. (i) z < 1.
(j) Ingen, en respektive tva losningar. (k) Bade storsta och minsta viirde saknas.

P 4.23 (a) Se figur hir intill. ' \/
b .

( )Vf :]_OOaO]U[4aOO[
(d) 2

2 omk<O0eller k>4
(e){

1 omk=0e¢eller k=4
0 for ovriga k

P4.24 (a) f' = 3x(x — 2). Stringt avtagande i [0, 2].
(x —1/V3)(z +1/V3)

(b) f'=— NG EEESIE . Striingt avtagande i intervallet z > 1/v/3.

P 4.25 Lok max f(—1/4) = 4e~Y/® > 0, lok min f(1) = —e~2 < 0, dessa
ar dven storsta resp minsta virde

~
o
x-g
~

P 4.26 (a) Lok max f(1/2) = 2e'/2 lok min f(—3/2) = —2¢3/2
(b) Lok max f(4) =1, lok min f(3) =0 och f(5) =0.

P4.27 f(1) = —1 &r minst och f(e?) = e? — 1 &r storst
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A3/2
P4.28 hur ser taltet ut?
V187 ( )
1 1
P4.29 (42 = =z
(f ) ( ) f’(l) 3

P 4.30 Storsta viardet ar 3V3

R? (da triangeln #r liksidig), minsta viirde saknas

P4.31 (b) arctanzy — arctanxy = f'(&) (w2 — 1) =

e (xo — x1) for nagot € med x1 < £ < 9.

) 0< f(¢) <1,dwvs. 0< 1.

— <
148~
0 < arctanxy — arctanxy < xo — a1 for z; < xs.
1
e) 5(902 —11) < arctanxe — arctanzy < 2o — 2 for 0 < < a9 < 1.
F

) For varje 1,29 € M med 1 < xo géller f(x1) > f(22)
) Ja (c) Nej. Exempel f(z) =1/ (d) Ja
)

falskt  (b) falskt
a)x<0 (b)z>0,z#1 (c)z#0
P 4.35 750 kr/dygn

(

(

(
P4.32 (
(
P4.33 (
(

P4.34

P4.37 Ja, f ar strangt avtagande

P4.38 f(x) = arctanz.

P4.39 |z|sinz & kontinuerligt deriverbar men ej |x|cosz
P4.40 (¢)1 (d) 3

P4.41 (a) Asymptoter z = %1, funktionen definierad for |z| < 1
(b) Asymptot z =0, y — —oo da x — %00, lok max f(—1) = —(1 +7/2 +1n2)

N

-2 2 1 2 3

a b
3(80)1/6

P 4.44 Alla viarden storre eller lika med 20

P 4.45 (a%/? 4 p*/3)3/2
P4.46 (a)1 (b)2 (c)2 (d)2
P 4.47 [-21,60]

P4.50 Lok max f(1/2) = = + V3, Vj = —%,%ﬂ@] /-\

05

8506 64 02 0] 63 04 06 08 1
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P4.51 B >3

P 4.52 Ingen rot oma >0, b < a(l —Ina) eller a =0, b <0.
Enrotoma<Oellera=0,b>0ellera>0,b=a(l—1Ina).
Tva rétter om a > 0, b > a(1 —Ina).

P4.53 Fora <Oellera>1/e

2 1 tanz 6
P4.54 f'(z) = f(z 2x+—+———2cotz>
Ja) =5 )< V1 —22arcsinz 2 rlnz

P4.55 Alla z = 7e® med |¢| < 7/6

_ pentl n+1l _ n
P4.56D<11x )nz (n+1)z" +1
—x

(z —1)?

Primitiva funktioner

P 5.1 Det bygger alltsa pa att man vet att ett alternativ dr korrekt. Hér réicker det ju att sétta
v =0, sa ska man jimfora 0 med 1 respektive 0. Det blir den andra formeln salunda.

P 5.2 Viljer man (till att borja med) a = 0 sa star det att cosb antingen &r cosb eller cosb, och
det kan vi halla med om, men det hjilper oss inte. Samma med b = 0. Daremot, sétter vi
a=0b=m/2sablir cos(a + b) = cosm = —1, vilket stimmer med cosa cosb — sin a sinb som
blir 0 — 1 = —1. Vi maste dock ocksa kontrollera om den forsta varianten sallas bort. Det
gor den: cosacosb + sinasinb blir 1 med viirdena pa a och b insatta.

P5.3 (a)gxfi/?_,_c (b)x—4+x—2—2x+0 (c)ln|x|+l—L+C (d)—L—i—C
. 3 4 2 r  2a2 T+ 2
2 4 1 1
(e) gxs/Q - 5,7:3/2 +C (f) —e*+C (g) §arctan2x+0 (h) 3 cos2x + C

P5.4 (a) 3z? dr derivatan av 14 2® (och dven till °).
(b) t =1+ 2® (t = 2° fungerar ocksa och ger liknande rikningar) ger

dt ) 9 3a? dt
1
@ -15=

5 4

(d) z* dr 'nistan’ derivatan av 2° da derivatan av z° #ir en konstant ganger x*.

(e) /x4 cos(z”) dx = é/5x4 cos(z”

dx. Sitt sedan t = 2°.

~—

1 1 .
() /x4cos(x5)dx: g/costdt: gsin($5)+0. (g) ¥+ C.
1 2 1
P5.5 (a) E(l—l—xQ) +C (b) = +C (c) a(lnx)2+0 (d) In(24¢€*)+C
1 2 2?2 1 1
P5.6 (a )=+ _~ (b )=——"" 11
W =5+ 5 -G g B = e
_ x . 1 2?
P5.7 (a) —(z+1)e*+C (b)gsm2x+ Yoy cos2z + C
()M—xijC (d) ((m ) = 2In +2)+c
C B) 1 T T T
2 1 1 2
(e) ($—1)€z+%(21n$—1)+0 () xarctanx—n(f—’—x)-f-c
In (1 + sin?
(g) zarcsine + V1 — a2+ C (h) w+c

2
(i) —Infcosz| + C



Svar

P5.8 (-22° —3)e > +C

2 a2 3 i 13 3
P5.9 (a) xr7e s (b) x smxg—l—cosx e
(c) %(1%/5)3/2(3\/57 N+C  (d) 2z —2)eV* +C

P5.11 Vad betyder /cosx sinx dx?

P5.12 f(z) = (22 — 62 +12y/z — 12)eV® 4 de

B A B Czx+D
P5.13 b) —+ =+ -———
(a)$_1+$+1 ()x+x2+(x2+1)

A B

() x+4 * (x+4)?
(d) Detta uttryck ér redan partialbraksuppdelat sa langt det &r mojligt

(©) A + B " C " D " E
r+2 (x4+2)?2 (4232 z-3 (z—3)2
Az + B Cx+D E

(f)

2?2 +x+5 (x2+x+5)2+z74

1 z+1
r—1 x2+z+1
P 5.15 Linnéa har riatt, men varfor blev det fel i Linus kalkyl?

P5.14

P5.16 (a)%gfquarctanquC (b) fx+garctan§+0
(c)%3+z274z+111n|z+3|+0 (d)ln(x2+4x+13)fgarctanszQJrC’
(© 1n|z271| B 1n|$2+1| e 0 %2+z+1n|:c3+1| Jr8111|§—2| e
P5.17 f(x)zlnitf +arctanx—g , o> 1
P5.18 (a) 2(x—1|—1)27x—1|—1+c
(b) 74@1_ 5 - 4(361—‘_2) N 1n|x8— 2 ln|z8+ 2| Lo
() 74(,7:14—1) N 4(351—1) hl|:C4+1| - 1n|z47 Lo
(@) m'le+21n|$+2|7171n|§+3| :chr2 4($—1i—3)2+4(x5+3)+c
(e) 1n;x| _In (z* J;O2z+5) - %arctanx—gl +C
() %arctangf%arctanx—j;JrC

3 3 1
(g) %+21n|x—2|+§ln(x2+2x+5)—2arctanx+ +C

2
< +£arctani+c

h) — &
W ey s NG
. x
(©) x2+2x+3+c
1 1 1

3
P5.19 f(x) =~ - +53+3

r—1 222

53
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P5.20 (a) —Inlz+ 1] +Injz|+C (b) z + 5z +§arctanac+0
. T+ 1 4($2+1)2 8(ZE2+1) 8
1+ 22 5 22 +1 1 T
P5.21 (a) In|z|— In(l+2°)4+C (b) ————— arctanx — ——= arctan — + C
(@) Injr] = =5~ In ) ()2(w2+2) 22 V2

P5.22 (a) arctane” + C

1 1
(b) 1nzf—ln(1+x”)+Comn7é0, §lnxomn:0

x? 20+1 _,,
Z( 721n:c+1)7Te +C
2?2 +1 2 zt 2P

d 1 )————+C

(d) n(z? + 1) 1 2+

1 1 3
P5.23 f(z) = p— +In(z —1) — 5111 (z° + 1) + 3arctanz — g
Tz —

In (2 — sin? z)

P5.24 (a) — 5 +C
3z  sin2x  sindz
b) — — C
(b) 8 4 + 32 +
2 1 ) 5cos3 5)
(c) —cosx—l—gcos?’x—gcos5x+CeHer—Cogox—i— CZZ - Cgsx—i—C

1 1
(d) Eln(l +sinx) — §1D(1 —sinz) 4+ C eller 1n}1 +tang} —1n}1 —tang} +C

(e) 2(sinz — 1)eS* + C

(f) cos;:c B cos;:c 4O eller czz’;x " C(;zzz B cogjz B 3(;50:z L
(g) 2sinzx + iln(l —sinz) — l111(1 +sinz) 4+ C
(h) % il (1 —cosz)— —ln(l + cos) + C
Q) 351;1 T 4536 4 C eller co;fx - c01564x - cos82x Lc
T wsjr;:sz)Q i 3(lsJirncf)s:c) ¢ eller étan3 g + %tang e
2
(k) —m—i—c
(1) %arctan2m117\/%§Jrl +C
1 1 1 tan*x
P5.25 f(x) = dcostz  2cos?x * 41 4

sinx sinTx

2 14

4
P5.26 (a) —cos3zsindx — - sin 3x cos4x + C eller +C

(b) =(sinx — cosx)e® + C

N N — 3w

(¢) = ((x +1)sinz —zcosz)e " +C

b
P5.27 ((ﬂ;jrb? sin bz — pra cosbx) e + C om a® +b* # 0. Hur blir det om a = b = 0?

P5.28 (a) 4z+31n’tan§ 72’ +3In

€T 1 9T
tan§+§}31n(1+tan 5) +C

=4z +3In|dcosx + 3sinz| + D

Svar



Svar

1
(b) 136—2 (cos3x —9cosx) + 3% (27sinz —sin3z) + C

Vi—a? i
P5.29 T x2+arcsmx+c
P5.30 (a) 2vz —2—2arctanva —2+C
1 : 23 1
(b 3\3/E+1n|\3/51|Eln(v3z2+{“’/5+1)\/§arctan%+c

)

) arcsin(z — 1) + C

d) Va2+z-2-3n (Ve —1+Vz+2)+C
)
)

1
arcsinz — /1 — 22 4 C eller 2arctan 4/ R —V1-224+C

(e 1—x
(f 1n(x+1+\/x2+2$+2)+0
1 1
(2) §(z+1) z2+2z+2+51n(z+1+\/x2+2x+2)JrC’

(h \/xQ+2x+2—1n($+1+\/x2+2x+2)+C
1 1

5(3@—1) 2$—x2+§arcsin(x—1)+0
2

rz—1
+C
NG

2
(x+1)V1+x—22—3arcsin

2 4+ 4
(k) fTJrC’

) 1n|x|—1n(1+\/x2+1) +C

2?4+ 1 1 9
P5.31 (a) 1 $4+2z2+3+§1n(z +1+\/:E4+2:c2+3)+0

1 1
(b) 5 sin xv/ cos 2x + ——= arcsin (\/5 sin ac) +C

2v2
. ¥? 1 ..
P5.32 f(z) = arcsin(x — 1) + ?—i—g—l 2x—$2+§f0r0<x<2

1 1 In2
P5.33 f(z) = z2+z+§ln(z+§+ x2+x)+n7
In(1 + si
~In( J;Slnz)+c

(b) %ln‘tan(ngg)‘wLC

() —z—4Voz+1—-4ln|Vz+1-1]+C

P5.34 (a)

|8

(d) ;,7:2/3 — 222 4 62%/° — 31In (x1/3 + 21/ 4 1) — 2v/3arctan (
© 1 I V2 + 1+ 22
22 V2 — /1 + 22
1 x\/§
f) —=arctan | —== | +C
0 Jgomon (2L

1+cosx om —7<x<0
3 —cosx om 0<z<nm

P5.35 (a) f(x) = { (b) flr) =4

P 5.36 Precis da a, b och ¢ uppfyller villkoret a + 2b+ 3¢ =0
P 5.38 fumin saknas, fax = f(1) =1+ 4/e

P5.39 Ja

P5.40 In (v +/1+42?)

201/6 +1

V3

)+c

55
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‘ , . . f(=@)
P5.41 f(z) =3¢z —6¥/x+6In(1+ V/z) ger lim 7 =0
" sinz cos" "tz n-—1 n—2
P5.42 [ cos" xdxr = + cos rdx
n n

Bestiamda integraler

5 5
P 6.1 Kanske genom att anvinda att f(z) < g(x) = / flz)dx < / g(x)dz. Med hjilp av
0 0

olikheten e~* cos(z®) < e™* (utéver cos(2®) < 1 anviinder vi ocksa att e~* > 0) finner vi
5 5

att /e_”” cos(z%)dx < /e_c”dx =1-eP<1.
0 0
P 6.2 Det finns manga. Standardexemplet brukar vara i stil med funktionen f som tar vérdet
f(z) = 1 om z &r rationellt och f(x) = 0 om x #r irrationellt. Da dr varje undertrappa

hégst 0 och varje dvertrappa minst 1 i varje punkt pa [0, 1]. Ténk efter vad detta betyder i
definitionen av integrerbarhet.

P6.3 (b) ¢ =" och dt = ¢” du. (c)t=e"=1nirz=0o0cht=¢e'=cdiaz=1.
(d) /01 (1+6*I)—1dx: leld_jt, (e) /01 (1+€I)—1d$:/2e+1%- 0 lnegl-
Pod w5t O @mz (@ B2 2D VBV
i LN IR E LTS w?

1+22 = 1+a2* — 1+a2% —
(d) Ledning: sinz < z for x > 0.
(e) Ledning: tanxz > x for 0 <z < g Hur stor &r 1 radian?

1 1 'd
P6.6 (a) 0 <z’ <a? (b) < <1 (c)%g/ T <
0

2
xz? 2e* x

P6.8 (a)2’In(z+1) (b) T2 ¢ T

P6.9 In2
P6.10 (a)4 (b)7/2 (c)1 (d)29/4 (e) 125

2 3_9
P6.11 (a) —— (b) 5627 (c) 2v2In2 —4v2+4 (d) 99In3 — 34
e
2_ 8 5 3 2 1442
(e) P (f) 3e” —2e° +6e” —Te (g)1 (h) 2In 5
2 1
(i) 2v3 — % (j) 6cosl — 3sinl (k) 0 W 5
1 3In2
P6.12 () 5 (D) ”Tn (c) 2¢+3In3—8
In5 arctan2 5In2 3In3
P6.13 (a) 8+ 1n3 (b) - " 5 (c) D)
In 375 V2 1.9 =« ™3 1
d ~Zarctan V2 — ~In = — f — =
(d) = (e)3arcan\/_ 3555 () S5~ 7
In2 T 1. 3 N
(g) T + ﬁ (h) Z 111 5 — 5 (arctan?) — arctan 2) (l) Z

, 4 1 V3 1
() 1+21n§ (k) E+ Ay ) 2arctan672arctang
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In2 2 In 13In2 rctan
PG.I4 (a) o -2 ) %20, 95 132 arctans
© @Wi-T
(&) 5 ) ~
() g—l (h)%ﬂ
07 o T2
(k) 4ln(\/§_1)_10+4\/§ ) 6(\/_—\/5—%+arctan\/§)

o1
(m) V2 —1—1In(1++2) (n) V2 + 3arcsin 7

1. 94+4V5
(0) 2\/5—\/5-1-511&3_’_2\/5

P6.16 0
P6.17 230V3 ~ 400 V

P6.18 (a) divergent (b) 1 (c) 4(In2—-1)

2T
P6.19 (a) divergent b) In2 c¢) divergent d) —
(@) divergent (b) n2 (¢) diversent.(4) 2
P6.22 ()it (byi= 2 (or=tVT
3 V3 3

P6.24 4/e
P6.25 N = 10 réacker

P6.27 1.

Tillampningar av integraler

P7.1 4In2

P 7.2 Vad blir arean av en kvadrat som omsluter cirkeln? Vad far uttrycken for dimension?

R
P7.3/ R w-Tr

R/2 /R27:E2 3

7L L/R xl L2
P7.4 = L—Rp)dp = — + —

5 +/0 ( pdp = ==+ 55

P7.5 g(3e2 — 27+ 481n2)

P7.6 7(2—1In2—7/4)

R
P7.7 27r/_R(2R—ac) 1+R236772I2 dr = 47 R?
3
P7.8 (a) Arean avD'aLr/ (f(z) +2)da
-1
3 3 5
(b) Vb:/ 2r(z + 1) (f () + 2) da, Ab:/ 2m(z + 1)/ 1+ (f'(2)) " do + - 42

-1 -1
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@ Vo= [ (s + 3~ 1%) i

Ac/g 2m(f(@) +3)\/1+ (f/(@)) do+ 2714+ (m - 72— 7 1%)

Maclaurin- och Taylorutveckling

P8.1 z = 1(z74)761—4(z74)2+5—12(z74)3+0((z74)4)

P8.2 (a) 3—52%/24+ O(z®) (b) 2% — 22° +32* + O(2°)  (c) 2 — 32" + 62° + O(2")
P83 (a) O(z') (b) O@®) () O@') (d) O@E™) (o) O@') (f) O@")

2?2 a3 2t 43 , xt 6
P8.4 (a)l—z+7fg+ﬂ+(9( %) (b)2x—?+(9( )y (o) z —§+(9(:c)
zt zt
(d) 1 —x+2® —2® + 2" + O) (e) 1— 5 + O(2®) (f) —a? — 5 + O(2°)
5
P8.5 (In(1+))’ —903—3%4—%4-(9( %)
2 at x 2?2 2 a2t 43
P —_—— — n2——-————— — > -2+ — >
8.6 (a 3+ 216+O( % (b)In 58 921 64+(’)($) (c) =2z + 3 + O(x?)

d) e — 2ex? + 2eat + O(a5)

(a)
()
8.7 (a) =1/2 (b) —2 (c)1/2
(a)
(a)

8.8 (a

0 (b)1/2 (c)1/3
P8.9 (a) a =1, gransviarde 0  (b) b= 1, grinsvirde —1/6 (c¢) ¢ = —1/2, grinsvérde 7/12
P8.10 a = 2, vilket ger f'(0) =5/2

P8.11 a = +1, b = —2; griansvirdet blir —7/3 (i bada fallen)

P8.12 a = —1; gransvérdet blir —2

P 8.13 Griansvirdet existerar och ar 1

P8.14 Nej, ty f(t) =1om t# 1 men f(1)=1/2

z? 2ot
P8.15 (a)t:x2+sinx:x+x2—€+0($5) (b) ln(l—l—t)—t—?—i—g—z—i—(’)(ﬁ)
2 4
(c) t2:x2+2z3+%+(9(x5), £ = 213204+ 0%, th=2'+0(%), OF°) = O(a)
2 5 )
(@) In(1+ 2% 1 sing) = In(146) = ... — ot 5 =220 08 s
2 6 12
A g6
P8.16 (a)t = zarctanz = 2° — 3 + 5 +0(2®)
t 3t 57
b) 1+ 2=1- 5+ T + O(t*) riicker, ty O(t*) = O(z®)
2 132" 53af
AT radmE = (Ve —1 ;
¢) 1/V1+ zarctanz (I:t) 1 5 T 51 20 + O(z%),
2
ty t2:t.t:x4_%+0($8)7 B=12t=2510G), Ofh)=0Gd)

1 ) v 1 1
P8.17 cos(sinz) = 1 — —a? + —a* + O(x9), / cos(sint)dt = x — —a® + —° + O(2")
2" T o 6" 24
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P8.18

P8.19

P 8.20

P8.21

P 8.22

P 8.23

P8.24

P 8.26
P 8.27

P 8.28

P 8.29

P 8.30

59
2 4 1420
=z — 222 =1 r_r
(a) p(z) =z — 22 (b) p(x) tot 3 + R
. x> 225 x2 at b 8
(a) tanz dr udda (b,c) tanz = v+ — 3 +E+(9( ™) (d) In(cosx) = 777574—5+(9(x )
23 2P x3  3ab
(a)zf§+1—0+0( ) (b) x +E+4_O+O( )
(a)4 (b) 16/3
5
x—xg-l—%—i—(’)(ﬂ)
(a) Lokalt minimum: 2 + 2 + O(2%) = 2 + 2 (1 + O(x))

)

(b) Lokalt minimum: —2 + z° + O(2%) = -2+ 2* (1 + O(x))
(¢) Lokalt maximum: 2 — z° + O(2%) = 2 + 2°(—1 + O(x))

(d) Lokalt maximum: —2 — 2* + O(2%) = -2+ 2*(—1 + O(z))
(e) Ingetdera: 5+ 2° + O(z°) = 5+ 2% (1 + O(2?))

(f)

(a) Lokalt minimum  (f(z) = 2% + O(z*))

(b) Inget lokalt extremviirde  (f(x) = 4 4+ 192°/2 + O(a*))

(c) Lokalt maximum  (f(x) = 2 — 42*/3 + O(2?))

f) Vi vet for lite for att kunna avgora fragan (vi vet ju inget om tecknet pa O(z?))

Gréansviardet existerar och ar e

(a) =2 — (x —1) = 3(x — 1)* + (46 — 2)(x — 1)? for ndgot & mellan 1 och =
(b) =5 + 7z — 322 + (46 — 2)z3, dér ¢ ligger mellan 0 och z
(c) =5+ Tz — 32% — 223 + 2 (resttermen blir alltsa noll i detta fall)

f(x) = fa)+ f'(&)(x — a), dér & ligger mellan a och =z,
f(b) — fla) = f(£)(b— a), dir & ligger mellan a och b (medelvirdessatsen!)

3 cosé 5

(a) smx:xfEJr 120 &

for nagot £ = £(z) mellan 0 och x

6 120
(c) 0 < ¢ <7/3, vilket medfor att 1/2 < cos& < 1; notera att 2° > 0 for aktuella

3
(b) Anvind att sinz — <x — x_> _ cosE 2%, tag absolutbelopp (Jcos&| < 1 for alla & € R)

x° a3 x°
(d) 190 <sinzx — (z — E) < 240’ —7/3<€<0,sa1/2<cos§ <1 dven nu
(a) arctanz = x — ﬁ a? for nagot € = &(x) mellan 0 och x
1 ¢ 1 €| 1 15 1 1 1
b tan—- — - | =|——> . | =_Bl - Y - <
(b) Jarctan = 5‘ ‘ 1122 52| (1132 25 - (1+0%2 25 125 — 100°

ty € = £(1/5) finns nagonstans mellan 0 och 1/5, sa [¢] < 1/5 och 1 + &2 > 1 + 02

o O B .

P8.31 €” —1—|—x+$—+—+—+ x , dir ¢ ligger mellan 0 och z,

P 8.32

sa — (=0,6067...) med |felet] <

2 6 24 120’
179 1 —1/2)2  (=1/2)  (=1/2)*  ef(—1/2)°
_e_/:1+(_§)+( 2/) L 6/) 4 21) n (125)

1233 e
25.120  32-120

1
,dar—ESSSO,

Sl -

<107% (=0,001)

e 384
(a) fl2) =5+

5x 5a?

5 - W for nagot £ = £(x) som ligger mellan 0 och x
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(b) m:f(%)Z%—W,dir0§§§%,sé\/%%?—é

med |felet| = 1000(11+ REE < 10001. 5 = 10100
(C)ﬁ:f(_%):%—m,d" <§<Osa\/_~—0

med |felet| = L < 1 _ V24 <2 __5b 1

1000(1+ €)3/2 = 1000(24/25)3/2  8.242 ~ 8.242  512-9 ~ 900

t 32 5(1+&77/2
L1 o 9 I

P8.33 (a) (1+¢)"Y2=1— for nagot & = £(¢) mellan 0 och ¢

28 16
1 1 3 2009 5 (Y2 uSde
(b)7r~6< o+ 5> (:3,139...),medfe1:6-—/ —
6-23 ' 40-2 640 (1+ &)
dir () ligger mellan 0 och —az?
1 (1/2)7  5V3  5V3

<1072 (= 0,01)

15
(c) |felet] < — - = =
8 (1 _ (1/2)2)7/2 7 23.33.7 1512

x? a3 x?

P8.34 (a) m(l14z) =a— 5 + 3 T airon for nagot € = &(z) mellan 0 och x
Exakt virde . —_—
Approximation Approximationsfel

(b) . =1/101 (a) ger

in(11/10) = (a0 - SO0 WP _CAO
—_————

= 143/1500, approximation Approximationsfel

Exakt virde

for nagot € mellan 0 och 1/10, s, eftersom (1 + &)* > (1 +0)* =

LU 3| | 10t | 10t L <
’ ni5~ 1500‘ = ’—4(1+§)4 4(1+6€)* 40000 (1+&)* ~ 40000
. gz (1/10) (1/;0)2 N (1/;0)3 _ (1/410)4 duger, med
p| _ | (A/10)° | _ (1/10)° 1 !
|felet| = 1115 - 5‘ = ‘5(1 FEP| T 51+ = 500000 = 100000°

ty € ligger mellan 0 och 1/10, sa (1 + &) > 1. (Utveckla In(1 + x) ett steg lingre!)

1 1 1 1
P8.35 (a) cos 0~ 1 med fel = C(;S!§ (10) for nagot € mellan 0 och — 10 sa |felet| < 200 < — 100
1 1 13 16 1 1
~1 - 2 PO
(b) cosl~1 + 1= 91 med |felet| < ol = 720 = 100
2 cosé 1 L,
P8.36 p(x) =1——, fel = x* for ndgot € mellan 0 och z; |felet| < — (1/2) <10
2 4! 16 -24
24 g6 8 €10 20710
P8.37 1— a2 +7_F+ﬂ (felet(x):— 130 ,dir —2? < €<0, 54 [felet| < 130 <10_2)
P8.38 (a) p1(x) =3z (b) 3/4
1161 4 1 4 (T
P8.39 V 3~2+@ 20 , med |felet| = W.ﬁgm.2w<2 <10

(€ mellan 0 och 1/32).
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3moc? vt 3moc?

8(1+£)5/2 ¢* = 80.000 (99,/100)5/2

Approximationen blir bra da |v| dr liten i forhallande till ¢

P 8.40 (b) |felet| = (¢ mellan 0 och —v?/c?).

P 8.41 Varje braktal C' > COZI'Ql duger, exempelvis C' = %
P84z n2=f(hym 2 4 2 1 2 2 L 2 060314..) a el 120 Lyn
. n2= f(=) ~ = ...), m (=
3/ 7131733 5.3 '7.37 9.39 " R E TR
1 1 1 1 1 /1 1
Ar0 < &< =, sa = <—(=—+—=—)<10*
dir 0 < ¢ < 3 sa |felet| 1 30 <(1+€)11 + (1—5)11) <17 (311 + 211) <10
Differentialekvationer
P 9.1 (b) Integrerande faktor t.ex. exp(z?), ; ; ;;ﬁ:§§ § k
allmin 16sning y = C exp(—2? IR y
%y P 117 72\\\
(c) y =exp(l —z7) /24NN
NSxwsrriy '*
N\~
WA\ 71
kH\\//‘f ! ;
VAANAPTET b
2
P9.2 (1) y=Ce¥ — W (b) y = % + Cexp(—a?) () y = % + Cexp (—a?)
B c _ cosz  sinz C o,
(d)y—1+1+m2 (@Qy=-——+"—"F+5 Hy=2 +COVT

P9.3 (a)y=2>—Vz (b) y = 2* — 32z (c)y=2a®—4yz (d) Losning saknas

1
P 9.4 (a) Integrerande faktor —; allméin 16sning y = Cz?, >0
x

¥

o o6 o8 1 12 14

-3

P 9.5 Allmén losning y = zlnx — (z + 1) In(x 4+ 1) + C(z + 1); villkoret uppfylls med C' =1

P9.6 y=(Czx—1—Inz)/(x+1)

P9.7 y=

1
i (xsinz + cosz + C); med C' = —1 far man att L — = di x — 0+
z+1 a3 2

arctanx

P98 y=1- ,  # 0; gransvirdet dr 0

_ C+sinz —(1/3)sin’

P9.9 y(x) o

C =0 ger den udda l6sningen

x? z? r+1 7w
P9.10 (a) ’y(l') = ? (ln m — arctan B + 5)

(b) Anviind differentialekvationen: Funktionen y/x? har positiv derivata (varfor?)

In2
P9.11 (a) T(40) = 30 grader. T'(t) = 20 4+ 40 exp <t;—0>, grénsvirdet , lim T'(t) = 20 grader

—+0o0
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t Ty — Ty
b) T(t) =T, T(0) — T —In ———
(b) T(t) = To + (7'(0) O)QXP(m HT(O)—TO)
P9.12 y=27/4
1 h
P 9.13 Den gemensamma punkten &r (a + —, ﬁ)
g(a)” g(a)
1 1
P9.15 (a) y x4+1,x€R (b)y:F,x>0 (c)y:m,|x|<2 (d)y=0,zeR
r+2 2
P9.16 = - —= b =-1 R
@) =~ e < -5 () yw) =l we
1 20 +1
P9.17 = -1 b)y=-1 d)y=-— -1
(@) y=-—"7, z< (b)y , >0 (d)y ST Ti<z<0
(C) 7731’4‘1 >0 10
Y —$+15
! 0 1 2 3 4 5 ¢
4 3 2 0 : 1 0.8 0.6 0.2 0
a d
3 be

P9.19 y(x) = arctan(z — 1)+ 7, z € R

P9.20 y=In(2e7*+1),z €R

P 9.24 Griinsviirdet existerar for a = v/3 och ér lika med —1/2 (y(z) = 2sin(z® + 7 /6) — 1)

_ parctanx 2
(367>2, reR

3 + earctanx

P9.25 y(x)
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P9.26

P9.27
P9.28
P9.29
P9.30
P9.32
P9.35
P9.36

P9.37

P9.38

P9.39

P9.40

P9.42

P9.43

P9.44

P9.45
P9.46
P9.47

P9.48

P9.49

P9.50

P9.51

P9.52

P9.53

P9.54

P9.55

P9.56
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(a) 22’ =z, 2 > 0; 2 = Cx; y = Ca? (b) arctan% + %hﬁ(mQ +9°%) = g + % In2
y=tan(z+7/4) —xz, -3n/d<xz<m/4

y=e*+Ce? =2+ Oz

(a) y(x) =3€”" (b) y(z) =3e*" (c) y(x) = —1 (konstant funktion)

y(z) = (1 + 2?) arctan =

(a) f(z) = cx, ¢ konstant (b) f(z) = e, och f(x) =0, ¢ konstant

(b),(c) ¥'(0) existerar inte annars

Jal

(a) y = e “(Acos2z + Bsin2x), speciellt y = e (cos 2z — (sin 2x)/2)

(b) y = Acos (x\/i) + Bsin(x\/i), speciellt y = cos(x\/i) — \/isin(x\/i)
(a) y = Ae>® (b)y=A+Be ™ (c)y=(A+Bax+Cx?e ™ (d)y=A+Bax+Ce*+De™®

y=Acosz + Bsinx + Ce® + De™® (= Acosz + Bsinx + Ecoshx + F sinhx)

3 3 3 3
y=Ae " +e*/? <B cos %x + C'sin %x) + e~ %/? (D cos %x + E'sin %x)
(den karakteristiska ekvationen #r r® —1 =0, r # 1, en binomisk ekvation)
y=—(3/2)e* + (11/54)e ™" 4 (1/27)(92* — 242 + 35)

y=Ae ¥ 4 (B+a/5)e" —x+1

1
y = e %(cos xv/2 + —= sin 2v/2) har lokalt maximum i y = 1 (vad blir 5" (0)?)

V2

y=zhr—-—z+1
Y= 2005(90\/5) - (\/5/2) sin(x\/i) +sinx — cosx
y=Ae ¥+ Bceosz + Csinx + x + z(sinx — cosx)/4

Y = Yn + Yp, dér y, = Acosx + Bsinz i samtliga deluppgifter och
(a) yp = —2cos2x + sin2x (b) yp = (zsinz)/2 (¢) yp = —(xcosx)/2
(d) yp = (3zcosx + 6zsinz)/2  (e) y, = (z?sinx +xcosx)/4 (f) y, = —(sin2z)/6

(b) y=e “(Acosx + Bsinz) +2%lnz  (c) y =e “(Acosz + Bsinz) + 2?Inz —x —1/2

(a)y"+y —12y=0 (b) y" +y' — 12y = 13cosz + sinx
(C) y/// + y// _ y/ o y — 461 (d) y/// + 4y// + 14y/ + 20y — ge—x

y=(A—2/8)e " —1/15
(a) y=(zx+1)e® —cosz (b)y=C(x+1)e™® —cosz, C > 1 (jamfor uppgift P 8.24)

— —x 3 —2x < 3 . —x 2 T 3 A
(a) y = xe tye T t5 (y(A+:c)e + Be +t5 4,y(())f()fy(())
(b) Lokalt minimum (ty y”(0) =1 > 0; hur far man det enkelt ur differentialekvationen?)

y=e"(A+ Bx+2%/12) + e /8 4 Ce ™"
1 13 ... . . .
C=0,B= 3 Aoch A > 22 16sningen till uppgift P 9.54.

y=1/4)((z+1)e " + (z — 1)e")
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2

P9.57 Ja, 16sningen ér y = e** | cos 2z — sin 2z — % cos2x + 1£6 sin 230) (hur ser du pa enklaste

séitt att det dr fraga om ett lokalt maximum?); storsta/minsta viirde saknas

P9.58 y=1—e "4 e **(Acosx + Bsinx — cos 2x)

1
—(Acosz + Bsinx)

NZS
P9.61 z'-termen, ty (1): y=1—-22/2+2*/124+0(5), (2): y=1—-22/2+2%/24 + O(a")

P9.59 (a) vz" + (20 +av)z' = f (b) y(z) =

Serier och generaliserade integraler

P10.1 (a) y

'.lyzl/a:3

(Principskiss)

—_
8

1 1

dx < dx
b) Endast 0 < / f(x)dz < / — = 2 ar anvandbar eftersom / — och b
( 0 (=) 0 VT R 0 \/_

divergenta (= 00).

o > d 1 d
(¢) Endast 0 < / f(z)dx < / —z =3 ar anvandbar eftersom / — och / &
1 1 T

o
divergenta (= c0).

5

) 0< —

/ J 2
8 3 o 3 25 o 25
—< < 2 2 < <? < <z
P10.2 ( /f _3 (b)4_ : f(:v)d:r_2 (c) 2= flx)de < 5

P10.4 (a) —
(b) Ja, /OO f(z) dx &r konvergent, och 0 < /OO fz)dx <7/3.
1 1
(c) —
(d) Nej, (c) ger inte besked eftersom den mindre integralen /1 h g(z) dx &r konvergent.
(€) —

f) Ja, / f(z) dx &r konvergent, men (e) ger ingen uppskattning av / f(z)dx
1 1
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P10.5 (a) —
1
(b) Nej, (a) ger inte besked eftersom den storre integralen / g(x) dz dr divergent.
0
(c) —
1 1
(d) Ja, / f(z)dx dr divergent (= oo) eftersom den mindre integralen / g(z) dx &r di-
0

0
vergent.

(€) —
f) Ja, /0 f(z) dx &r divergent (= o0).

(oo} o0

P10.7 (a) Serien ér divergent (annars vore Z b, = Z ((ar+by) —ay) konvergent, en motségelse)
k=1 k=1
(b) Ingenting sékert; serien dr konvergent om t.ex. by, = —ay, divergent om t.ex. ay = by

P10.8 (a) Z(\/k—l— —\/_) Vi+1l—-+v2dan>2s4s, > oodin— oo
k=2

(b) Nej, ty termerna = vk + 1 — Vk = 1/(\/k+1+\/E) —0dak— o0

P10.9 (b) s <5/6 (c) redan ap+a; >5/8 (d) 0 < felet = Za gz 11)/5 o
1. 3b 1/1 1 1 1 3 1 1
P10.10 (a) =1 Ktive = [~ 42— —— — _J _
(a) 5 In g7 respe 1ve2(1+2 nt 1 n+2) 1 2n+1) 2(nt2)

In3 3
(b) DT respektive 1

0.2 0.2

(c) (d) (e) Nej, eftersom integralen &r

divergent
0 — . 0 —t— .

0.007 T l
i \ |

0.005

0.005 0.005 |

0.004 0.004 0.004
0.003 0.003 0.003

0.002 0.002 0.002

0 0 11 0 S —
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
(a) f dr avtagande pa [2, 00| (byn=2 (¢c)m=3
1 1 1 1 1 1
DAy = —— 4+ — A= — f — 4 — (ay = —
D A=15+34~5 12s T3 (“ = 1600 ®~ oy / fl )

1
P10.12 (a) T.ex. ér|ax| > — > 0dak > 3 och Z ar divergent, sa Z |ak| dr ocksa divergent.
vk 3 VE i3

2—1
(b) n = 9 duger, ty f(z) — 0da x — oo och f'(x) = s e
213/2

avtagande mot noll atminstone pa [9, oo[; saledes, |ax| = f(k) \(0da 9 < k — oo.

<0daz>e? sa far
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P10.14 (a) y = % = cosh z, och detta dr alltsa den enda funktionen som léser problemet
h 1 2 3
(b) coshz (R=o00) (c) w resp. gem + 5671/2 cos % (R = oo for bada)



